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第 一 章 黎 曙 积分 


$ 1. 黎 受 积 分 的 定义 
我 们 将 仅 考虑 定义 在 一 固定 有 限 区 间 IC 多 


1 一 人 zi a 人 rb, liad} 
一 [ci，p] XxX..…. Xx Las, bal 
上 的 有 界 函 数 (这 里 区 间 总 指 这 样 的 轴 同 平行 体 )。 我 们 定义 工 的 
测度 为 


m(7) = [| (2; — ai). 


对 于 不 同 于 了 的 区 间 , 其 测度 的 定义 类 似 . 

设 了 为 了 上 的 了 通 数 。 若 工 可 以 剖 分 成 有 限 多 个 子 区 间 1;， 使 
在 每 个 1; 内 f 为 常数 , 则 说 f 为 分 片 常数 。 若 在 1; 内 f 一 cj, 我 
们 令 | 

jax — | fax = Dem(1;), 
显然 ,在 利用 区 间 7 的 另 一 个 基 分 1; 时 , 此 值 不 会 改变 ,事实 上 ， 
只 要 把 1;N1,( 它 是 1 或 1, 的 加 密 ) 当 作 了 的 新 的 剖 分 便 可 立即 
看 出 . 


我 们 将 限于 实 值 沪 数 ， 并 用 工 记 了 上 所 有 分 片 常 数 浮 数 之 集 
合 。 上面 所 定义 的 工 中 杖 数 的 积分 其 有 性 质 : 


| far > 0， 若 feT 且 f>0,， (1.1.1) 


| ce + bg)dr—a | jax 十 也 | gx (1.1.2) 
若 1 8 6 和 4a26 天 。 


若是 工 上 的 有 界 实 值 函数 ,我 们 定义 的 黎 曼 (Riemann) 上 、 下 
积分 分 别 为 


| fax = inf | hdx, | fdax = sup | hadx,. (1.1.3) 
I {<heT J JI fAET J! 
这 样 :我 们 有 


| jax < | fax., (1.1.4) 


事实 上 , 若 请 < 三 去 h,, 则 | ph 一 h, 之 0, 其 次 , 知 h1,h2 € IT， 则 由 
(1.1.1) 和 (1.1.2) 有 


0 < | (7 一 hi)dx | hadx “一 | hiadx, 


此 式 表 明 所 述 论断 . 
定义 1.1.1。 如 果 


| fax = | fax 


一 


则 称 了 是 黎 曼 可 积 的 ,并 令 | fax 等 于 上 述 共 同 值 , 称 此 值 为 f 的 


积分 。 
上 述 定义 又 可 以 陈述 为 ， 对 任意 8 > 0, 存在 hh， 如 ET, 使 
得 厂 委 j 委 太 和 


| (hs — hi)dxr < EE. (1.1.5) 


I 上 的 任 一 连续 函数 缘 是 歼 曙 可 积 的 ， 这 是 因为 此 种 肖 数 为 
一 致 连续 。 假 若 剖 分 充分 的 细 ， 并 如 此 定义 点 和 方 , 即 在 每 个 子 
区 间 内 它们 分 别 等 于 f 的 最 小 和 最 大 值 , 则 对 于 任 给 s, 可 以 使 得 
记 一 hi 二 E， 从 而 


| (hh — hax < sm(l), 
(1.1.5) 由 此 得 证 。 因 | fdx 位 于 | hdx 和 | hdz 的 中 间 ， 所 以 
| ar 与 | hdx 或 | hdx 之 差 也 小 于 sm(1)， 这 也 就 是 说 ,当初 分 
的 细密 度 即 子 区 间 的 最 大 直径 趋 于 零 时 。| hdx 和 | hdx 收 化 于 


® 2 +* 


| far。 着 己 是 子 区 间 万 中 任意 选 定 的 一 点 , 则 当 痢 分 的 细密 度 趋 
于 0 且 f 为 连续 时 ,我 们 有 
EE)mD) > | fax, 
假设 * 和 2 为 非 负 实数 而 f, 8 为 有 界 实 值 函数 , 则 


-一 二 一 一 


| (af 十 bg)dx a | fCxy 十 2 | gdx, 


| (cf 十 28)dxz 之 4 | faxtb | gax. (1.1.6) 


(作为 练习 验证 一 下 !) 假若 f 和 8 为 黎 曼 可 积 ， 则 上 述 二 不 等 式 
的 右 端 相等 ,又 根据 (1.1.4) 知 它们 的 左 端 也 相等 ,所 以 af 十 bg 可 
积 。 其 次 ,大 1 黎 曼 可 积 , 则 一 1 也 黎 曼 可 积 。 这 样 ,我 们 证 明了 

定理 1.1.2.。 若 f 和 & 为 黎 曼 可 积 ,a 和 4。 是 常数 , 则 af 十 bg 
黎 曼 可 积 , 并 且 


| (af + bg)dr = a Jax 十 2 | gadx. (1.1.7) 


练习 ， 试 证 : 若 或 8 黎 曼 可 积 , 则 (1.1.6) 中 的 等 号 成 立 . 其 
次 ,车 /为 有 界 函数 并 对 任 一 有 界 函数 z 下 式 成 立 


| (f + 8g)dr 一 | ez 十 | gdx, 


则 f 必 为 黎 曼 可 积 ， 

前 面 ， 我 们 从 分 片 常数 函数 出 发 定义 了 黎 曼 积分 。 换 一 种 方 
法 ,上 述 积分 也 可 以 通过 了 工 上 所 有 连续 函数 的 集合 即 函数 类 C 一 
C(I1) 来 加 以 定义 ,这 是 由 于 


| fax = in | hdx， | fdx = wp | hdx. (1.1.3)’ 
1 7 JI f>hé CI 


jE 


上 面 的 等 式 可 以 这 样 来 证 明 : 若 有 为 连续 和 宇 f, 则 有 


| 1gx 委 | hdx 一 | har, 
从 而 


| fax < inf | hdx, 
了 (mpec J7 


下 ee 本 


另 一 方面 ,可 取 一 个 分 片 常数 函数 g 使 了 入 eg 和 | gdr < |fdr + 
se。 对 于 & 又 可 找到 一 个 连续 函数 4。 例 如 分 片 线性 函数 。 使 得 
g 雪 大 和 | ,ar< | sa + s。 这 样 一 来 ,我 们 有 f 过 4 和 


a 


Jha 之 | fdx + 28, 


(1.1.3》” 由 此 得 证 。 
黎 曼 积分 的 定义 还 可 以 这 样 叙 述 : ”一 个 函数 f, 当 而 且 仪 当 


对 任意 。 > 0 存在 厂 E Cj 一 1, 2, 使 得 如 忆 过 如 和 | (hh 一 
hi)adx < 8 时 为 黎 曼 可 积 。 注意 ,一 旦 对 f € C 按 这 种 或 那 种 方式 
定义 了 | f4z， 那 么 这 个 定义 便 总 是 可 以 利用 的 ， 同 时 (1.1.1) 和 
《1.1.2) 成 立 . 

练习 。 试 证 函数 f 为 黎 曼 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 ， 对 任意 
s > 0, 恒 可 找到 ge C, 使 得 | |f 一 gldz < s 成 立 . 


练习 . 证 明达 布 (Darboux) 定理 : 对 任意 有 界 浮 数 妃 当 剂 
分 的 细密 度 趋 于 0 时 ,下 式 成 立 


号 Gap ml) 一 | fax 和 Dinf m1) 一 | fax 


(提示 : 利用 上 式 对 连续 函数 为 真 的 事实 )。 

现在 ,通过 所 建立 的 积分 ,我 们 同时 也 得 到 测量 区 间 工 的 子 集 
E 之 体积 (测度 ) 的 一 个 方法 。 若 Xs 是 集合 EE 的 特征 水 数 ( 见 附 
录 ), 则 将 Xs 的 上 《下 ) 积分 定义 为 E 的 外 (内) 若 当 (jordan) 测 
度 , 并 记 作 mw(E)(m(E))。 假若 Xs 为 黎 曼 可 积 , 则 称 E 为 若 当 可 


[a 


测 并 用 m(E) 表示 |。Xsdx。 其 次 ,我 们 规定 


|, jx = | Xefadx. 
显然 ,一 个 有 限 集 合 是 若 当 可 测 的 且 其 若 当 测度 为 零 。 然 而 ， 


者 二 。 


一 个 有 界 的 可 数 集合 并 不 一 定 是 若 当 可 测 的 . 

例 l。 令 E 为 给 定 区 间 IT 中 坐标 为 有 理 数 的 所 有 点 之 集合 . 
因 Z 的 任 一 开 子 区 间 与 也 及 其 余 集 均 相交 ， 收 由 定义 直接 可 知 
mE)=— m1) 和 mE)=0. 

其 次 一 个 若 当 测度 为 零 的 若 当 可 测 集 并 不 一 定 可 数 。 当 空 
间 维 数 4 宇 2 时 此 为 显然 ,对 于 4 二 1 的 情形 康 托 《Cantor) 给 出 
了 下 面 的 一 个 例子 ， 

例 2. 从 E。 一 [0,1] 开始 , 作 


1 2 1 2 
5 ENG 二 中 
对 余下 的 两 个 子 区 间 中 的 每 一 个 ,重复 上 面 的 作法 , 即 删 去 中 闻 的 
一 个 三 分 之 一 开 子 区 间 ,这 样 我 们 得 到 


一 10 i012 工 |U2 二 | 

区 ;| us: ;| vs | Us !|. 

如 此 以 往 ， 重 复 以 上 构造 法 , 我 们 得 到 已。 它 由 2* 个 长 度 为 3 
的 闭 区 间 组 成 ， 这 样 康 托 集 合 C = [| E, 是 一 个 若 当 可 . 测 的 完 


备 集 , 由 于 0 < 元 (C) 过 wm(E,) 一 全) 对 一 切 ” 成立， 所 以 


nn(C) 一 0， 从 而 C 的 若 当 测度 为 零 。 其 次 , C 集合 是 不 可 数 的 ， 
这 是 因为 它 是 由 能 用 下 式 表 示 的 那些 * 所 组 成 


< 一己 所 ， 其 中 x 一 0 或 2 


(模仿 家 为 不 可 数 集 的 证 明 ). 
最 后 ,我 们 给 出 一 个 关于 积分 号 下 取 极 限 的 简单 定理 : 
定理 1.1.3。 设 函 数 f,7 一 1,2,…, 在 1 上 黎 曼 可 积 , 并 假 
定 当 ” 一 co 时 刀 在 工 上 一 致 收敛 于 函数 f。， 则 f 也 是 黎 曼 可 积 的 
并 且 
lim | fndx 一 iax (1.1.8) 


天 = 和 避 


证 : 对 > 4， 让 # 足够 的 大 ,使 


fs — 8 三 ff 三 j, 十 68 
成 立 , 则 有 


| fdx — em(1) < ja 


< fas < | ha + em(1). 


由 于 上 式 的 外 层 两 项 相差 2e2m(1) 和 为 任意 ， 故 内 层 两 项 必须 
相等 ,这 表明 了 是 黎 曼 可 积 的 。 由 此 还 得 到 


和 -fa 
它 保证 (1.1.8) 成 立 。 


< em(1), 


$ 2. 正 项 级 数 的 积分 


若 Rnm(1 1 = 1 ,2， “ - ) 为 一 具 非 负 项 的 双重 序列 ， 周知 恒 
有 
D3 Dy anns 


n=1 sm= 1 人 一] 请 一 


即 如 果 其 中 的 一 端 有 意义 (有 限 ), 则 另 一 端 亦 有 意义 ,并 且 等 式 成 
立 。 这 -事实 可 由 一 正 项 级 数 之 和 是 其 有 限 部 分 和 的 极限 直接 得 
知 |， z 

倘若 我 们 仅仅 限定 于 黎 曼 积分 ， 当 将 上 式 中 的 一 个 《或 者 两 
个 ) 求 和 换 成 求 积 ,那么 情形 就 不 是 同样 令 人 满意 了 。 下面 定理 的 
缺 欠 就 是 引进 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 的 主要 原由 。 

定理 1.2.1。 设 w, 是 7 上 的 非 负 黎 曼 可 积 函数 , 则 有 


| 三 a ) dx 一 >| Had. (1.2.1) 

然而 ,可 能 出 现 这 样 的 情况 ， 尽 管 所 有 ww 连续 并 且 上 趟 的 右 站 六 
有 限 ,但 是 立 w 并 非 黎 曼 可 积 

注意 。 对 于 任 一 下 方 有 界 的 函数 其 下 积分 是 确定 的 。 狄 尼 


s 人 。 


(Dini) 定理 是 上 述 定 理 证 明 的 基本 步骤 , 因此 我 们 把 它 作 为 一 个 
单独 的 引 理 . 

引 理工 2.2， 若 刀 为 了 上 的 非 负 连续 函数 , 并 且 对 任 一 +, 当 
n 一 00 时 ,f, 下降 地 趋 于 零 , 则 ,一致 地 趋 于 零 ,从 而 


| fndr —> 0., (1.2.2) 


证 : 对 任 一 x* € T 和 给 定 正 数 & ,我们 可 以 找到 整数 入 ,使 
得 fy(x) 二 se。 显然 对 属于 * 的 一 个 邻 域 0. 内 的 了 亦 有 fy(y) 一 
s。 根据 序列 的 单调 性 ,从 而 有 Cy) <se 当 ceO. 和 7z 盖 N。 当 
了 为 紧 致 时 ,根据 波 雷 尔 (Borel) 引 理 可 以 用 有 限 多 个 邻 域 0, 履 
瘟 T。 这 也 就 是 说 ， 当 #* 充分 大 时 , f, 二 6 处 处 成 立 , 由 此 引 理 
得 证 。 

定理 1.2.1 的 证 明 : 令 > 0 并 选 一 连续 函数 妃 ， 使 

H < Yu,, (5.) dr < | Has + 8/2. 
其 次 ,对 每 个 4 选 一 连续 函数 h, 使 得 
h, > wn, | pa < | undx 十 E/22+1， 
2) hrs) > HCx). 


仿 f(x%) = max (ae 一 > h(x); 0), 则 f, 单调 地 趋 于 零 。 从 
而 ,由 引 理 知 | fodx -> 0， 现 在 有 
| jradx 之 | Has 一 b3 | pa 


之 |(3 wo )ax 一 > | Uridx 一 BE， 
令 4 一 00 ,我 们 得 到 


i i 


[Bu < Juiax 十 5。 


根据 s 的 任意 性 ， 得 知 (1.2.1) 的 左 疹 最 大 不 超过 其 右 端 。 另 一 方 
面 ,不 难看 出 


| (5 a,) dx 之 | (> 4,) dx 


N ww 
一 >， | wa 一 >, | war， 当 和 NN 一 00， 
1 1 


从 而 ,(1.2.1) 得 证 . 

现在 剩 下 就 是 给 出 一 个 例子 来 说 明定 理 最 后 的 那个 论断 ， 如 
果 我 们 并 非 一 定 要 求 w 具有 连续 性 的 话 ,那么 就 完全 可 以 把 了 中 
具有 有 理 坐 标的 那些 点 排 成 一 个 序列 7,, 7;,"…, 并 令 um(z) 一 
0 对 * sy。 和 令 ww(y,) 一 1， 为 了 达到 连续 性 的 要 求 ,我 们 稍为 
修改 一 下 作法 。 作 连续 函数 ,, 使 满足 


0 二 刀 生 1， her) 1, | hdr < mCD/2r. 


并 令 
,一 人 当 半 一 工时 ; 


fa(l1 — f):…-(1 — 1 1) 当 *> 1 时 ， 
则 有 - 


Du [1 (1)…(l—1)]<1, 
于 是 相应 的 无 穷 级 数 的 和 委 !1 并 在 所 有 的 有 理 点 上 等 号 成 立 ， 这 
就 说 明 
| (5 4,) dx = m(1). 
然而 ,根据 (1.2.1)， 
| (5 mm) ax 一 | war < m(D12. 


由 此 可 见 ，3 w 是 黎 曼 不 可 积 的 。 至 此 定理 证 毕 。 


这 个 定理 表明 了 积分 概念 上 的 一 个 缺 欠 。 逐 项 积分 无 穷 级 数 
的 和 ,必须 不 同 地 理解 出 现在 两 端的 “积分 ”， 这 样 (1.2.1) 才能 成 
立 。 在 下 一 章 里 将 看 到 人 们 怎样 推广 积分 概念 ， 从 而 使 得 定理 
1.2.1 变 得 完好 。 


$3. 系 次 积分 


设 I( 相 应 地 7 了) 是 统 “( 相 应 地 盈 ?) 中 的 一 个 区 间 ， 我 们 用 
*《 相 应 地 y) 表示 变量 ,那么 
TXJ= i{(r,y)€ Rt, rET,IE J 


是 统 ““ 中 的 一 个 区 间 。 现 在 , 令 f 是 TX J/ 上 一 个 有 界 实 值 函 
数 ,我 们 新 言 
| (| fx,9)ay) dr < [Ti f(x,y)axrdy, (1.3.1) 


-1 


| ( (zs7)2y ) dr 之 Nr, y)dxdy. (1.3.2) 


这 里 ， 不 等 式 的 左 端 项 是 f 先 对 》 作 上 积分 (或 下 积分 )， 其 时 闫 
定 *, 所 得 结果 是 一 个 * 的 孙 数 ,对 它 又 按 同 一 方式 在 T 上 进行 积 
分 。 在 不 等 式 的 右 端 ，f 被 视 作 了 XxX 上 的 函数 进行 积分 。 为 证 
(1.3.1) ,我们 注意 到 , 若 f 为 分 片 常数 则 不 等 式 显然 成 立 。 这 是 因 
为 若 区 间 1; (相应 地 Ji) CI (相应 地 CJ), 根据 区 间 的 测度 的 定 
义 则 m(D)，m(Ji) = 二 m(IT; X Ji)。 现在 ， 如 果 1 和 4 是 一 个 分 
片 常数 函数 ,那么 


| (| fc dr < | (| asnay) dx 
| h(x,y)dxdy, 


同时 ,根据 上 积分 的 定义 ， 上 式 右 端 对 所 有 如 此 之 4 的 上 确 界 与 
(1.3.1) 的 右 端 相 等 ,由 此 (1.3.1) 得 证 .(1.3.2) 可 按 同一 方式 证 明 或 
者 通过 对 一 f 应 用 (1.3.1) 加 以 证 明 。 


+ i pp hi 


现在 ， 让 我 们 特别 地 假定 1 为 TX J 上 的 连续 函数 。 因 为 f 
1(2) 一 |) f(x,9)ay 

是 x 的 连续 函数 。 因为 后 xwE7 和 xy 一 xz 则 fx y) 关于 ?一 

致 地 趋 于 f(x,y)， 根 据 定理 1.1.3, 这 也 就 是 说 1(xs) 一 1(x), 因 


此 (1.3.1) 和 (1.3.2) 中 的 上 、 下 积分 可 以 换 成 积分 ,从 而 我 们 得 到 
定理 1.3.1. 若是 上 Xy7 上 的 连续 通 数 , 则 


| (), /zs7)d7) “一 上， Fedray， (1.3.3) 


同时 左 端 里 层 关 于 ? 的 积分 是 x 的 一 个 连续 函数 ， 

现在 ,我 们 转向 了 是 一 般 的 黎 曼 可 积 函 数 的 情形 。 但 是 这 只 
能 非常 简单 扼要 地 讲 , 因 为 即便 是 这 种 情形 ,为 了 使 这 些 定理 能 够 
令 人 满意 ,也 需要 扩充 积分 概念 。 假 定 f 在 IX J 上 黎 曼 可 积 ,由 
(1.3.1) 和 (1.3.2) 有 


|) f(aray < | (| fxs)ay) ds 


< | ( f(x,7)ay 】 dx 二 人， f(x,y)dxdy (1.3.4) 
和 : : 
i,, f(x ,7)drdy < | (| (es727) dx 


< | (| f(xy)ay) dy < 委 人 f(x,y)arady,. (1.3.5) 
由 于 上 述 式 子 的 外 部 两 端 是 相等 的 ， 所 以 可 以 断定 


x > | 1(z 27y，xr -> | f(x,y)ay 
是 在 T 上 黎 曼 可 积 的 ,并 且 


I f(x,y)dxdy = [ (人 fxs9)ay) dx (1.3.6) 


es DO es 


|1, f(x,y)drdy 一 | (| f(x,7)dy) dx (1.3.7) 


成 立 , 
例 . 设 1 王 了 一 [0,1]CC 弦 并 令 


gC) = {0 当 x 一 p/q,P,4 互 质 ; 
0 ” 当 x 为 无 理 数 , 

1 当 y 为 有 理 数 ; 
4 一 tn 当 y 为 无 理 数 ， 


则 
| gax =—0), | sa7 =1 和 | ,hdy 一 0 


令 帮 xy) 一 g(x)h(y)。 因 为 0 二 fx,y) 二 g(x)， 立即 可 知 
f 在 I xx J 上 黎 曼 可 积 并 且 其 积分 值 等 于 零 。 然而 ， 


| f(x,y)ay 一 | f(x,y)ady = g(x) 
同时 , 当 zx 为 有 理 数 时 g(x) 关 0。 这 也 就 是 说 ,积分 
| Ke 


对 于 这 样 的 * 是 没有 定义 的 。 所 以 ,一般 说 来 (1.3.3) 是 没有 意义 
的 . 

练习 ， 设 f(x,y) 二 g(x)h(y)， 鞭 中 8 和 % 是 任意 非 负 有 界 
函数 , 试 证 (1.3.1) 和 (1.3.2) 中 的 等 号 成 立 。 特 别 地 , 若 取 &8 和 如 为 
特征 前 数 ,可 得 

m(E X F)=m(E)m(F), 若 ECI 和 FCJ. 

在 此 练习 中 ， 假 定 条 件 8,* 宇 0 是 很 本 质 的 , 这 可 由 下 面 的 
练习 看 出 . : 

练习 设 了 7 一 [0;1] 和 JJ 一 [0,2] 并 对 >*>e 7 和 yj 定义 


g(x) 一 { 当 x 为 有 理 数 ; 
一 x+” 当 x 为 无 理 数 ， 
一 当 》 为 有 理 数 ， 
4 一 yw ， 为 无 理 数 - 


令 f(x,y) 二 g(x)h(y) 十 c， 其 中 < 为 任意 常数 。 试 证 以 下 三 个 
积分 


一 


1 f(x,y)drdy, | (| f(x37)4y ) dx 


和 | (| fxs)ax) dy 


互 不 相等 。 


$4. 变量 首 换 


这 里 ,为 避免 使 记号 过 于 复杂 ,引进 某 些 略 有 变化 的 约定 将 是 
适用 的 。 我 们 用 Co 表示 所 有 在 完 * 上 连续 并 具 紧 臻 支 集 的 函数 
的 集合 ， 而 Ci 代表 C。 中 非 负 函数 的 集合 。 若 1e Cu 则 黎 曼 积 
分 

| fax 
对 任 一 含 了 的 支 集 的 区 间 工 取 同一 值 。 我 们 记 此 值 为 | jax 并 抬 
它 叫做 f 在 整个 空间 的 积分 . 


我 们 已 经 证 明 : 
| (af + bg)dr = a |fax 十 2 | gax, asb EHR, 1,8€ Co; 
: (1.4.1) 
ax >0 若 fe ci (1.4.2) 
现在 , 设 四 : 纪 * > 弦 : 是 一 仿 射 变换 , 即 
h(x) = Ax + xo, (1.4.3) 


其 中 x EW 和 4€EGL(4, 吉 ), 即 4 是 一 个 4 X 4a 可逆 实 拖 阵 。 
车 了 为 一 更 4 一 胸 函 数 ， 我 们 将 从 到 哆 的 汲 数 fob 记 
作 $b*f。 这 个 记号 对 于 非 仿 射 变 换 册 自然 也 可 以 采用 。 很 有 明显， 


fe Co 草食 $*f€ Co， 然 而 , 当 而 且 仅 当 4 = 二 (ai) 为 对 角 和 矩阵 时 
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始 有 : fe 工 蕴 含 $*fE T 《分 片 常数 函数 的 集合 )。 在 这 种 情 
形 , 我 们 立即 得 到 

| det Al | drfas 一 - | fax, f€ Co。 (1.4.4) 
事实 上 , 若 了 是 区 间 

[= {x Xi Eb, = 1,2,... ,4} 
的 特征 函数 , 则 $8*f 就 是 区 间 
{z3ei — Yo SE ari Ebi ro 一 12 0 

的 特征 函数 。 可 见 对 于 这 种 函数 从 而 对 任意 je 了 工 :,(1.4.4) 成 并 
由 此 ， 根 据 积分 的 定义 ，(1.4.4) 对 所 有 1€ Ce 成 立 。 一 般 地 ， 
(1.4.4) 对 弦 $ 上 的 有 界 并 具 紧 致 文集 的 滋 数 的 上 积分 和 下 积分 


成 立 。 
特别 地 , 若 令 f(x) 二 《x 一 5) 则 (1.4.1) 歼 含 
ax = | par， fe Co he Ri (1.4.5) 
现在 , 我 们 来 说 明 ， (1.4.1), (1.4.2) 和 (1.4.5) 是 积分 的 本 质 属 
性 。 


定理 1.4.1， 设 1: Co 一 腕 是 一 个 泛 函 , 它 满足 : 

(i) I(aef + 68) = al(lf) + bI(8), 对 j86 Co 和 “26 
< ; . 

(i) I(f) 之 0 当 fe€ Co 

(iii) 1(h) = I(f), fe Co hE RS. 
这 里 (x) 二 f(x 一 加 。 则 存在 一 个 常数 C 使 得 


IC =C | fdx， 对 f € Co 


证 : 首先 注意 到 ， 若 1f,，g&《 Co 和 f 过 8g, 则 由 Gi) 和 (i) 知 
0 过 1(g 一 们 一 1(8) 一 10), 亦 即 1(f) 和 <1(g)， 因 此， 车 所 有 
je Co 的 支 集 均 含 于 一 个 固定 的 有 界 集合 M ,并 且 一 致 地 收 化 
于 , 则 7(f,) 一 1(f). 事 实 上 , 若 0 过 gE C, 和 8 之 1 于 M 上 , 则 有 
-一 Big SI — 1, < 8, 
其 中 ss = suplf 一 ji 一 0 当 nn 一 09。 这 也 就 是 说 ， 


I7(f) —1(f,)| el(8)—>0 当 n> o0., 
现在 , 设 1 和 & 属于 C6 且 其 支 集 在 TT 内， 并 设 1 ,-…: ,In 是 
7 的 一 个 剖 分 ， 它 们 没有 公共 内 点 。 取 浅 6 1; 并 注意 到 (这 ) 和 
GD)， 则 有 
1(F) 一 TCD) 3) gChi)m( 1i) (1.4.6) 
其 中 
F(x) 一 5 f(x — hi)g(hi)m(1)). 


对 于 一 个 充分 细 的 剖 分 , F(x) 将 接近 于 
(fx 8) (x) 一 Ve — g(ah. (1.4.7) 
也 就 是 说 ,由 于 函数 (z ,六 一 f(x 一 们 g(h) 连续 并 有 支 集 21 x 


1, 从 而 也 一 致 连续 , 故 有 不 等 式 

| F(x) — (fg)(x)| < em(1), 
只 要 剖 分 如 此 之 细 使 得 4 一 f(x 一 h)g(h) 在 1; 上 的 振幅 小 于 8， 
对 所 有 x 和 ;。 当 剂 分 的 细密 度 趋 于 零 时 ,由 (1.4.6) 我 们 得 到 


If*8) 一 TCD | sar (1.4.8) 
若 在 (1.4.7) 中 引进 变换 一 x 一 y, 根据 (1.4.4) 不 难 验证 1*g 一 
g 米 fs 由 此 可 得 / 

1(1) | gdx = 1(g) Jiax, (1.4.9) 


对 于 | gdx sx 0 的 固定 ge Co, 我 人 有 1(D) 一 C | fdx, 其 中 C 一 


ey/| gdx, 
”把 定理 1.4.1 概括 起 来 也 就 是 说 : 除 一 个 篆 数 因子 外 ,积分 就 
是 从 Co 到 弦 对 平移 为 不 变 的 线性 正 泛 隐 ， 


现在 , 设 4e GL(4, 经 ) 并 考虑 映射 
1 -> | aaar 


9 4 。 


显然 , 它 是 正 的 并 是 线性 的 ,同时 
| zt4aaz 一 | f(Ax — h)dxr = | (A(x— A h))dx 


一 1KLaDar。 
根据 定理 1.4.1, 我 们 于 是 有 
| 1Ax)ax ~ C(A) | az， 对 Je Co, (1.4.10) 


其 中 C 仅 依赖 于 4 但 独立 于 f， 同 时 ,由 于 

| 1(4Bxyar = C(B) 174aDaz ~ C(A)C(B) Jiax, 
故 得 
C(AB) = C(A)C(B), 对 A,B EGL(d,R), (1.4.11) 
若 4 为 正 交 甜 阵 , 则 C(4) 一 1。 事实 上 ,车 lxll 代表 欧 几 里 得 范 
数 (好 十 …: 十 妈 ) 而 1) 一 g(]xl), 则 (4x) 一 f(x)， 其 
次 ,已 知名 4 是 一 个 对 和 角 扼 阵 , 则 Cd) 一 Tidetd| .我们 断 言 : 
任 一 矩阵 4€ GL(d, 绝 ) 可 以 写成 4 一 0.D0;, 其 中 0, 和 0; 为 
正 交 矩阵 而 DD 为 对 角 和 矩阵 。 如 此 立即 可 得 

C(A) = C(ON)C(D)C(O) = 1/|detD| = 1/1detAl, 
这 是 因为 

ldet A| = |det O.| . Idet DI .de O,| = jdet DI, 

这 样 ,我 们 证 明了 (1.4.4) 对 所 有 仿 射 变换 成 立 ， 

为 证 前 面 那 个 断言 ,我 们 用 4* 记 4 的 转 置 , 同时 利用 以 下 的 
事实 正 对 称 矩 阵 4*4 可 以 通过 正 交 变换 化 成 正 对 角 和 矩阵 疡 ， 
即 存在 一 个 正 交 先 阵 O0， 使 4*4 = 0}3D?0;,。 我 们 令 0 一 
A407D™…!, 亦 旭 4 二 0.D0;, 从 而 得 到 OXDO*O,DO, == OPD20，， 
这 表明 Oo 二 1, 这 也 就 是 说 0, 也 是 正 交 的 ， 

”显然 ,大 f 有 界 并 具有 紧 致 文集 , 则 等 式 (1.4.4) 对 上 和 下 黎 晕 
积分 成 立 ， 这 表明 : dj/ 黎 曼 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 了 黎 曼 可 
积 。 特别 是 , 在 区 间 1C 弦 “的 像 4(1) = 《Ax; + € 71} 内 我 们 可 
以 到 了 二 1。 那么 ,(1.4.4) 告 诉 我 们 ,A4(7) 为 若 当 可 测 并 且 
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m(A(IT)) = ldetA 1m(1), 

这 就 严格 证 实 了 把 行列 式 当 作 体 积 比 的 解释 注意 , 当 det 4 一 0 
时 ,等 式 m(A(1)) 一 |det4 |m(7) 也 成 立 。 这 是 因为 4(1) 属于 
一 超 平面 ， 通 过 正 交 变换 ( 既 不 影响 可 测 性 也 不 影响 测度 信 ) 它 可 
以 变 到 坐标 平面 ry 一 0 内 ,那么 ,显然 此 时 m(4(1)) = 0. 

一 个 矩阵 4 的 范 数 定义 为 14l 一 maxl4zl/llzll， 若 det4 关 
0, 如 前 面 那 样 把 4 表示 成 4 = 0.D0;, 则 显然 14 = 1 2 , 它 是 
DD 的 对 和 角 元 素 *, 从 而 

[det 41 = |det DI < DI = 141, 

由 此 可 知 , 4(7) 的 体积 最 大 不 超过 |4llim(1)。 若 了 是 一 个 边 长 
为 5 的 立方 体 , 则 4(71) 被 包含 在 一 个 以 sV za 中 4l 为 边 长 的 立方 
体 之 中 , 此 立方 体 的 中 心 是 4xo, 这 里 mo。 是 了 的 中 心 ,了 中 任 一 点 
到 x。 的 距离 不 超过 (3/2)V 4 。 由 上 述 简单 观察 得 一 粗略 估计 
m(A(1)) 和 (5W 4 ) 趾 41+。 在 下 面 的 引 理 的 证 明 中 我 们 将 用 到 
这 个 估计 式 , 此 引 理 对 (1.4.4) 在 非 仿 射 变换 情形 的 推广 是 重要 的 ， 

引 理 1.4.2. 设 4 为 一 4 X a 实 和 矩阵 ，7 是 鹏 ?中 边 长 为 5 
的 立方 体 ， 并 设 4(1), 是 所 有 至 4(1) 距离 和 9 的 点 组 成 之 集 
合 。 则 有 


m(A(1),) < 5dldetd| + 4dn(2n + Vd — AN)®, 
(1.4.12) 


证 : ” 若 61 是 I 的 边界 ,那么 A(071) 与 4(1) 的 边界 等 同 ， 
当 det 4 站 0 时 ,由 于 这 时 了 的 内 点 被 映射 为 4(7) 的 内 点 ， 上 述 
结论 显然 为 真 。 车 detA = 0, 这 时 过 了 的 每 一 个 点 存在 一 条 线 ， 
它 被 4 映射 成 一 个 点 ， 并 且 此 线 必 与 了 的 边界 相交 ， 于 是 得 到 
4(1) = 4(91), 设 点 * 至 4(1) 的 距离 和 ?并且 不 属于 4(7)， 
故 * 必 与 4(91) 中 某 个 点 的 距离 二 % (就 4 二 2 的 情形 画 出 图 
形 !)。 因为 4(1) 的 测度 是 51det 41， 所 以 只 要 证 明 所 有 与 
A4(1') 距离 <” 的 点 之 集合 的 若 当 外 测度 不 超过 

23(27 + Vd — 1)4))’™ 

”和 确 切 言 之 ;应 该 是 吃 的 对 艇 元 素 的 按 模 的 最 大 值 ， 一 一 译 者 注 
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就 食 了 ， 这 里 C81 是 1 的 一 个 4 一 1 维 边 ,而 691 是 IT 的 24 个 
这 种 边 的 并 集 ， 基于 正 交 不 变性 和 平移 不 变性 。 我 们 可 以 假定 
4(1') 位 于 超 平面 x4 一 0 内。 车 (x',xs) 至 4(1') 的 距离 达 7, 那 
么 (x',0) 至 4(7') 的 距离 必定 过 mn 并 且 1zs| 三 %。 然 而 ，4(1) 
属于 一 个 边 长 过 6V4 一 14 的 2 一 工 维 立 方 体 的 内 部 。 所 以 ， 
若 * 至 4(1") 的 距离 <， 那么 x 必 属于 xs 一 0 中 一 个 边 长 为 
27 十 SVd 一 工 H4 的 立方 体 与 x。 轴 上 一 个 长 度 为 24 的 1 一 维 
区 闻 的 直 积 。 由 此 可 知 ,所 有 这 种 点 * 之 集合 的 外 测度 不 超过 
24(27 + 5Va 一 NAD 

至 此 引 理 证 毕 . 

现在 ,我 们 可 以 讨论 一 般 连 续 可 微 的 映射 了 。 作 为 开始 ,我 们 
不 假设 映射 是 一 对 一 的 

定理 1.4.3。 设 8,,0; 为 弦 * 中 的 开 集 而 $8: 9, 一 9, 为 一 连 
续 可 微 的 映射 若是 2, 中 的 一 个 紧 致 集合 , 则 

| wa < {ube)) derg Ce) lax, 
u € Co( Qi), # > 0. (1.4.13) 

这 里 ， 当 由 (xz) 二 《$b.(x),，…:, $alx)) 时 ,我们 利用 记号 
由 (xz) 一 (869j(x)/8x;)。 证 明定 理 之 前 ， 我们 给 出 定理 的 一 个 有 
趣 的 推论 ， 

推论 1.4.4 [ 莫 尔 斯 - 萨 得 (Morse-Sard)1]。 在 定理 的 假设 下 ， 
集合 {pCr);x EKK,detp'(x) = 0} 的 若 当 测度 为 零 . 

注意 ,推论 表明 ， 对 绝 大 多 数 ke 9,, 根据 隐 函 数 定理 可 以 断 
定 集合 {4+;x € 尺 ,g(x) 一 y} 由 有 限 多 个 点 组 成 ,并 在 这 种 点 的 一 
个 邻 域 内 映射 $ 是 一 对 一 的 ， 

定理 1.4.3 的 证 明 ， 设 s 为 任 一 正 数 。 若 工 是 一 个 边 长 为 3 
的 立方 体 , 它 与 相交 ,并 设 6 充分 小 ， 那 么 根据 一 致 连续 性 和 过 
勒 (Taylor) 公式 有 

$C) — $e < 5, r+, yEl, 

其 中 $,(x) 一 $(y) 十 由 (7)(x 一 >) 是 泰勒 展 式 中 的 线性 项 , 根 
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据 引 理 1.4.2 的 记号 ,此 好 
中 (7)CCqy(7))es。 
这 也 就 是 说 ,对 于 一 个 适当 的 常数 C ， 我 们 有 
mp(1)) So6 |deg’(y)| + C88- 

~ m(I)(|detp’(y)| + Ce). 
现在 ， 选 玉 的 一 个 由 立方 体 {1;} 作成 的 开 覆 盖 , 并 在 每 个 1; 中 取 
一 点 风 ， 于 少 处 图 数 wo)) 取 最 大 值 ,那么 有 

Nery < Di Xeuanu (p(yi)) 
(这 里 同 往常 一 样 ,Xe 表示 EE 的 特征 函数 )。 由 此 我 们 得 到 


| Kapadx < Em det $09)| + Ce)u( ply;)). 
现在 ,我 们 可 以 如 此 选择 {1;} 使 上 式 右 端 充分 地 靠近 


| ule) [det $’ (Cx) 1ax, 


由 此 定理 得 证 ， 
至 此 ,不 难得 到 关于 多 重 积分 变量 代 换 的 定理 . 
定理 1.4.5。 设 0.,2 是 家 中 的 开 集 ， 并 设 是 一 个 从 2 
到 2 的 一 对 一 映射 并 且 和 gp 都 是 连续 可 微 的 。 若 * 是 一 个 
有 须 函 数 闪 具 紧 致 文集 属于 2。 那么 , 由 "wx 黎 受 可 积 的 充分 与 必 
要 条 件 是 * 黎 受 可 积 , 并 且 有 
| puldet 由 gx 一 | udx. (1.4.14) 


证 : 令 一 四 则 [det ($i(x))[ :|det $i(x)| 一 1， 对 
以 及 应 用 (1.4.13) 并 取 天 充分 大 使 于 $(K) 之 外 一 0, 我 


们 中 此 得 到 


| udx 过 | ub Ce) det tC) ladx < ax, 

UE€ Co(0,), u > 0, 

因此 等 号 必然 成 立 ， 此 外 ,这 里 的 被 积 函 数 是 连续 的 ,所 以 黎 曼 积 
分 存在 。 这 样 一 来 ,首先 当 * 为 连续 且 衬 0 时 我 们 得 到 (1.4.14)， 
然后 ,根据 线性 性 质 ,对 所 有 的 we Co 得 到 (1.4.14)。 如 同 往常 那 
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样 ,由 此 即 可 推出 (1.4.14) 对 上 积分 和 下 积分 成 立 , 只 要 * 是 有 界 
并 在 号 的 一 个 紧 致 子 集 之 外 为 零 。 至 此 定理 得 证 . 

现在 ， 将 黎 曼 积分 的 定义 扩展 到 不 一 定 具有 紧 致 支 集 的 函数 
以 及 将 定理 1.4.5 推广 到 这 种 情形 就 应 该 是 非常 容易 的 事 了 .内 
为 我 们 的 主要 目标 是 研究 勒 贝 格 积分 ， 于 是 这 里 我 们 仅仅 满足 于 
给 予 几 个 简短 的 启示 ,而 将 细节 留 给 感 兴趣 的 读者 . 

设 f 为 任 一 非 负 连续 函数 ， 我 们 将 其 在 开 集 2 上 的 积分 定义 
为 

| er — sup | gar; 0< 8 <f, sec(9)， 


此 积分 的 值 自然 可 能 是 十 co , 并 且 若 je C。， 这 个 定义 显然 是 同 
原先 的 定义 完全 一 致 的 。 对 于 一 个 在 8 上 局 部 有 和 寞 的 水 数 之 0， 
也 就 是 说 在 2 的 每 一 个 紧 致 子 集 上 有 界 ,我 们 令 


| f(adr = inf | gx)dr, {< gE C(O). 
2 2 


(如 此 之 函数 8 存在 1) 一 个 在 8 上 局 部 有 界 的 函数 f, 我 们 称 之 
为 黎 曼 可 积 ， 如 果 对 任意 es > 0， 存 在 一 个 函数 g。 € Co(0) 使 得 


[el 


,1109 一 gC)1dz < 同时， 将 的 积分 定义 作为 | geCx)dx 


当 一 0 时 的 极限 值 ( 此 极限 值 存在 且 有 限 )。 用 这 个 积分 概念 ， 
我 们 立即 得 到 定理 1.4.5 在 任意 局 部 有 界 黎 坚 可 积 水 数 上 的 一 个 


推广 。 
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第 二 章 勒 贝 格 积分 


§ 1 下方 半 连 续 正 函数 的 积分 


按 第 一 章 $4 所 引进 的 记号 , 关于 C6 中 国 数 的 积分 的 基本 性 
质 , 仅 就 下 面 讨论 中 所要 用 到 的 而 言 , 有 


| (af + bg)dx 一 14 | yar + 6 | gax; (2.1.1) 
asbE HK; 1, gE Cos 
和 z 
| faz 宇 0, 若 f€écCit。 (2.1.2) 
由 (2.1.1) 和 (2.1.2) 又 有 : 
|fax < | gdxr, 当 f < gOf, g€ Co. (2.1.3) 


请 注意 ， 这 里 我 们 没有 嘎 用 黎 曼 积分 对 毕 标 平移 的 不 变性 质 ， 关 
于 这 一 点 到 第 三 章 就 会 明白 了 。 

作为 开始 ,我们 将 积分 概念 推广 到 这 样 一 些 函 数 ,它们 可 以 表 
示 成 和 Pus, 其 中 所 有 we Cr。 首先, 我们 研究 何 种 函数 可 以 如 
此 表示 。 

定义 2.1.1。 一 个 值 域 为 (一 co :十 co] 的 项 数 1, 知 对 于 任 郊 
x 和 任意 4 二 f(x), 均 可 找到 x 的 一 个 邻 域 U, 使 得 f(y) > 中 对 
一 切 y EU，, 则 称 f 为 下 方 半 连续 。 下 方 半 连续 的 非 负 函数 的 集 
合 记 作 三 。 如 果 一 1 为 下 方 半 连续 , 则 称 了 为 七 方 半 连续 . 

此 处 及 以 后 ,人 允许 十 oo 作为 函数 值 ， 这 常常 带 来 方便 。 此 时 
约定 

4 过 十 0， 若 a 为 一 实数 值 ， 

(二 0) 十 4 二 4 十 (二 0) = 十 0%， 才 一 0 一 4 委 士 co， 
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65, (十 co) 一 (十 oo). za 一 十 oo, 若 0<za 委 十 oo。 
引用 十 的 优越 性 之 一 是 使 得 任 一 非 空 的 实数 集 忆 有 上 确 界 . 

由 开 集 的 定义 ( 见 附录 )、 定 义 2.1.1 也 可 以 叙述 成 ， 着 {9; 
f(y) > a} 对 任意 4 和 恒 为 开 集 , 则 {为 下 方 半 连 续 。 因 为 开 集 的 任 
意 并 集 以 及 有 限 个 开 集 的 交集 仍然 为 开 和 集 , 由 此 可 知 

引 理 2.1.2.。 设 各 ，oa&€ 4 为 任意 一 个 下 方 半 连续 函数 族 , 则 
sup fa 仍然 为 下 方 半 连 续 . 其 次 , 当 4 为 有 限 集 时 , inff。 也 是 下 方 


现在 ,我 们 可 以 得 到 C3 中 应 数 的 和 的 特征 了 ， 
定理 2.1.3. 一 个 非 负 函数 f 可 以 写成 和 式 


f= Fu, un€ Co 《2.1.4) 
1 


”的 充分 必要 条 件 是 je I7， 


证 : 由 于 非 负 级 数 的 和 是 其 部 分 和 的 上 确 界 , 故 由 引 理 2.1.2 
立即 可 知 , 和 函数 (2.1.4) 是 下 方 半 连 续 的 。 另 一 方面 , 设 了 是 六 
中 任意 一 个 函数 。 作 为 开始 ， 我 们 构造 一 个 非 负 连续 函数 的 递增 
序列 , 它 趋 于 f。 令 

Sa(%) 一 inf (f(z) 十 zz CO—zx|), 2 = 1,2,.……. (2.1.5) 


显然 ，5。 关 于 7 是 递增 的 ， 并 且 0 二 5,(x) 委 fx)， 这 只 要 令 
z 一 * 便 可 立即 看 出 。 根据 ls 一 zx 一 lz 一 ?人 入 和 zx 一 多 ， 
我 们 得 到 ( 见 附 录 ) 
[S.C%) 一 SC) < nllx 一 多 。 
可 见 , 5S,《*) 为 连续 。 为 了 证 明 : SGz) 个 1(x), 当 ww 一 00, 我们 
令 a 二 f(x) 并 按 下 方 半 连续 的 定义 固定 * 的 邻 域 7。 于 是 
flz) 十 2lls 一 汪 cz， 当 >xe 了 
其 次 , 当 # 取 的 充分 大 时 也 必 有 
nllz 一 zx 二 a 只 要 zs&U.。 
这 也 就 是 说 ,对 于 如 此 之 2， 
S$»(%) > 4a， 
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从 而 ,可 以 断定 9。(x) -> f(x)， 

令 % 一 0. 这里， 以 ws 一 5s 一 3 :来 作为 定理 中 所 要 求 的 
表 数 是 不 完全 满足 要 求 的 ,因为 w 的 支 集 不 见得 有 界 。 为 此 ， 我 
们 取 一 个 连续 函数 g(x) 0, 它 满足 : 当 jz < 工时 gx) 一 1 
而 当 llxl| > 2 时 g(x) 一 0; 同时 g(x) 是 lxll 的 下 降 函 数 。 这 样 
一 来 ， 函 数 序列 S.(*) 一 5,Cx)g(x/n) 关于 7 也 是 递增 的 并 趋 于 
f(x)。 现 在 , 令 w 一 S, 一 Si 所 得 级 数 2， ur 即 满足 定理 的 要 
求 , 定 理 证 毕 . 

练习 。 试 证 定理 (2.1.5) 中 的 下 确 界 是 可 以 实际 达到 的 

假定 je 1+ 和 (2.1.4) 是 f 的 一 个 表示 式 ， 把 定理 1.2.1 的 证 
明 简 单 修改 一 下 ,可 以 证 明 


| 


人 >， | Undx 一 sup | gax. 


1 fgéCo 
据 此 , 目 然 地 引进 如 下 定义 : 
定义 2.1.4。 若 1€ 11+, 定义 了 的 上 积分 为 如 下 之 非 负 实数 
(可 能 是 十 co ) 


六 
| fax = sup | gax, gE Co。 (2.1.6) 
ef 


实际 上 ,让 8 取 遍 Cs 就 够 了 .为 了 说 明 何以 把 六 中 函数 的 
黎 曼 下 积分 称 之 为 上 积分 的 理由 ， 我 们 愿意 指出 , 717 中 每 个 满足 


条 件 | fax < oo 的 函数 , 按 以 后 的 定义 必定 都 是 可 积 的 ， 因 而 这 


时 同样 地 也 可 以 称 之 为 积分 ， 
引 理 2.1.5。 设 MCCr， 并 假定 对 任意 g1，8a€ M 存在 86 
M, 使 得 g 三 8g 和 gj 声 g 成 立 ， 令 f = supg, 则 f€E1* 且 


宁 . 
| fdx = sup | gdx。 (2.1.7) 
eM 


证 ， (2.1.7) 的 右 端 显然 不 超过 | fdr。 为 证 明 另 一 方向 的 不 
等 关系 ,对 任意 满足 8 < f 的 函数 ge Co, 我 们 取 函 数 4e C+， 它 
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满足 : 4 > 0 于 & 的 支 集 。 下 面 证 明 : 对 任 给 s 之 0, 存在 一 个 
函数 Ge M 使 得 G > g 一 sp， 如 此 ,我 们 得 到 


up | Gar 之 | gdx 一 BE | par. 


由 于 8 为 任意 正 数 和 8 为 Ce 中 满足 私 f 的 任意 函数 ,所 以 (2.1.7) 
的 堪 端 所 代表 的 上 确 界 等 于 右 端 。 

为 证 盘 数 G 的 存在 性 ,我 们 注意 到 ,对 任 一 x+€ suppg， 可 以 找 
到 一 个 G.€ M 使 得 G(x) > g(x) 一 sh(x)。 此 不 等 式 自然 于 x* 
的 某 个 邻 域 5 内 也 成 立根 据 波 雷 尔 - 勒 贝 格 引 理 , 我 们 可 以 选 
出 有 限 个 点 zi, x23,*** ,x4, 使 得 supp gCU UU,,U.…UU,, 同 
时 选 出 一 个 函数 Ge MM 使 得 G 之 max (Gx ，Gx,， ,Gx), 它 就 
具有 所 要 求 的 性 质 . | 

特别 地 ， 我 们 可 以 将 M 取 作 一 个 函数 序列 f,& C+#, 它 上 升 地 
趋 于 1, 于 是 


| fdax = lim | ra 
对 所 有 如 此 之 序列 {fs} 成 立 。 
现在 ,我 们 把 I+ 中 函数 上 积分 的 最 重要 的 人 性质 概 括 为 


定理 2.1.6. 若 f, ge1+ 和 /过 g, 则 | far< | gdx， 假 
如 fe1+ 和 4 为 一 正 实数 , 则 | (of)dz 一 a | fdx 成 立 。 如 果 
{fr}? 为 1+ 中 的 一 个 序列 , 则 je T+ 并且 


| (5 站 dx 一 5 | frdx。 (2.1.8) 
另外 , 若 f 和 E17t, jf, 和 1f 当 mw 一 co, 则 fe 1I+ 且 
| fa 一 人 fax, 当 ”一 oo， (2.1.9) 


证 ， 所 有 论断 除 (2.1.8) 和 (2.1.9) 外 都 是 明显 地 成 立 ， 无 论 如 
何 ,(2.1.8)((2.1.9)) 可 以 通过 应 用 引 理 2.1.5 来 证 明 , 其 时 M 取 作为 
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所 有 和 函数 >，g。 的 集合 (所 有 上 确 界 Sup gn 的 集合 ) ,其 中 8 到 
fn，g8a € Cr 并且 所 有 8g。 除 有 限 个 外 是 恒 等 于 零 的 。 


$2. 正 函 数 的 上 积分 


同 黎 曼 意 义 上 、 下 积分 的 定义 类 似 , 我 们 得 到 如 下 定义 ， 所 不 
同 的 地 方 ， 就 是 借助 1* 的 函数 ， 以 之 代替 分 斤 常 数 或 者 连续 函 
定义 2.2.1。 设 f 是 任 一 非 负 函数 , 则 f 的 上 积分 由 下 式 定 义 


玉 订 
| fax 一 inf | hadx. (2.2.1) 
fepert 


显然 , 若 fe1+, 则 | fdx 的 定义 与 $1 中 的 定义 是 等 同 的 . 
注意 , 若 f > 0 为 有 界 并 具有 紧 致 的 支 集 , 则 有 


| fax < | fdx. (2.2.2) 
类 似 于 定理 2.1.6, 我 们 得 到 上 积分 的 如 下 性 质 ， 
定理 2.2.2， 若 0 过 1 过 g, 则 | fax < | gax。 当 之 0 和 


0 过 a 二 oo 时 ,有 | (af)ax 一 “| faz， 其 次 ,对 于 非 负 函数 序列 
[jsj 有 


[5 jr) dx < > | fax (2.2.3) 


| jax 1 | jgx， 若 j 人 ff 当 +# >» co 。 (2.2.4) 


证 ; 头 两 个 结论 是 明显 和 的。 为 证 (2.2.3), 我 们 取 8 > 0 和 选 
ga E11t 使 go 守 扣 和 


六 来 
| gndx <| fradx + 8/2°, 
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车 令 g 一 5 gs 则 避 fs 之 ge 1+, 并 由 (2.1.8) 我 们 得 到 
ee 


[本 
<5 | frdx 二 8, 
1 


由 此 (2.2.3) 得 证 . 为 证 (2.2.4) ,我 们 先 证 如 下 引 理 . 
引 理 2.2.3. 假设 


来 率 
0 < 1 < ki € 1+ 和 | gidx <| fidx 十 Bi 1 一 1,2。 
那么 , 苍 大 < ， 则 有 
| max (gi1s g2) dx < | fax 十 (8 十 5))。 
证 ， 定 理 2.1.6 和 公式 max (gis 82) 十 min (gl 82) 一 8 十 呈 
告诉 我 们 
本 闲 
| max (g 十 g2)dx 十 | min (gs 82)d% 


六 水 水 
一 | gidx 十 | Bzdx < | fiadx 


十 | fdx 十 《8 十 822). 


又 因 访 一 min (fi,f) 委 min (g1, 82)» 所 以 引 理 得 证 ， 
(2.2.4) 的 证 明 : 令 s>>0 并 选 g,。€ 1? 使 得 f 所 g8， 和 


水 本 
| gadx < 魏 | fx + ef/2°. 


因为 序列 {gx} 不 一 定 是 递增 的 ， 所 以 我 们 令 gs 一 max (&，………， 
gs) 一 max(g"-:，g")。 由 引 理 


| gsdx < | frdx 十 > ef/2*. (2.2.5) 
1 
我 们 令 4 一 co, 并 设 g 一 limg;,, 则 由 (2.2.5) 和 定理 2.1.6 有 
| fa < | gdx < lim | frdx + 8, 
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这 是 因为 了 和 8& 和 当 ?~co 时 1+3g,1g。 由 于 s>0 是 任意 
| fax < lim | fradx, 


而 反方 向 的 不 等 式 成 立 是 显然 的 ,至 此 (2.2.4) 得 证 . 
(2.2.3) 和 (2.2.4) 是 黎 曼 上 积分 所 没有 的 性 质 ， 所 以 上 积分 


| 比 黎 曼 上 积分 优越 . 


§ 3. 零 集合 和 零 函 数 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 研究 ， 在 什么 样 的 集合 上 人 们 可 以 任意 
地 修改 一 个 函数 ,而 不 致 改变 其 积分 什 。 


定义 2.3.1。 一 个 函数 f 关 0, 车 | fdx 一 0， 则 称 为 零 函 数 


( 布 巴 基 (Bourbaki) 的 术语 是 : 可 忽略 滔 数 )，. 
由 定理 2.2.2, 立即 可 得 
引 理 2.3.2， 若 0 委 j 委 8 而 8 是 一 个 零 函数 , 则 了 也 是 堆 缉 


数 。 又 若 所 有 户 为 零 函 数 , 那 么 之 ， js 亦 为 零 函数 。 


据 此 ,容易 得 到 

定理 2.3.3。 若 f 和 & 为 非 负 函 数 ,其 中 & 是 一 零 了 水 数 ， 同 时 
f(x) 六 0 蕴含 g(x) 二 0, 则 了 是 零 遂 数 。 

证 ; 根据 引 理 2.3.2, 8 十 8 十 '…* 一 limng 是 一 个 零 函 数 ， 


然而 ， 于 f(x) 关 0 的 地 方 , 上 述 函数 的 值 为 十 co, 从 而 之 f， 因 
此 , 了 是 零 函 数 . 

根据 定理 2.3.3, 确定 了 是 否 是 零 函数 只 需 把 注意 力 放 在 {x; 
1(x) 六 0 上. 因此 ,我 们 引进 

定义 2.3.4.。 农 ” 的 一 个 部 分 集 E, 如 果 它 的 特征 细 数 是 一 个 
零 函 数 , 则 称 E 为 零 集合 . 

类 似 于 引 理 2.3.2 和 定理 2.3.3, 我 们 得 到 
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定理 2.3.5。 一 个 零 集 的 部 分 集 为 零 集 , 可 数 多 个 零 集 的 并 保 
也 是 -一 个 零 集 ， 一 个 函数 为 零 函 数 的 充分 与 必要 的 条 件 是 它 仅仅 
在 一 个 零 集 上 不 等 于 零 . 

注意 ,根据 (2.2.2), 一 个 若 当 外 测度 为 零 的 有 界 集 (特别 地 一 
个 点 ) ,在 定义 2.3.4 的 意义 下 为 零 集 。 然 而 ， 逆 命题 不 一 定 成 立 ， 
这 是 因为 ， 由 定理 2.3.5, 任 一 可 数 集合 为 零 集 , 同 时 ,确实 存在 藻 
当 外 测度 为 正 的 有 界 可 数 集 。 无 论 如 何 , 根 据 下 面 的 练习 ;对 于 紧 
致 集合 ,上 述 逆 命题 成 立 。 

练习 。 若 开 为 一 紧 致 零 集 , 则 头 (K) 一 0 (提示 : 往 证 若 
CH3gr1fg 汪 Xk 则 gr 之 (1 一 2)Xk 对 充分 大 的 2。) 

特别 是 ,这 表明 : 倘若 玉 一 [0,11 为 可 数 集 。 那 么 KK 必然 就 
是 零 集 并 导致 矛盾 0 = 二 w(K) 一 1。 所 以 K 一 [0,1] 是 不 可 数 
集 . 

一 个 依赖 于 * 的 命题 , 若 对 除去 属于 一 个 零 集 的 x 成 立 , 则 说 
这 个 命题 几乎 处 处 成 立 ( 简 记 为 a. e.)。 前面 的 定理 表明 :一 个 孙 
数 为 零 沼 数 的 充分 必要 条 件 是 它 几 乎 处 处 等 于 零 。  . 

定理 2.3.6， 假定 上 和 8 为 非 负 函数 并 且 几 乎 处 处 相等 , 则 


| me 一 | 2dX。 


证 令 记 一 min (fg) 和 五 一 max (f,g)。 则 瑟 一 是 一 个 
零 国 数 ( 若 令 oo 一 co 一 0)，, 并 且 
| Hax 扫 | hadx 十 | (8 一 Adx 一 | hdx 


水 
< | Hdax, 


所 以 鼠 和 A 具有 同一 的 上 积分 ， 因为 f 和 & 位 于 4 与 的 中 间 ， 


所 以 它们 的 上 积分 相等 。 
定理 2.3.7， 若 j > 0 且 | fdx 二 oo, 则 f 为 几乎 处 处 有 限 


的 函数 . 
证 : 设 X 是 {x; f(x) 一 十 oo) 的 特征 函数 . 因 了 > 0， 故 
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nX 天 刀 从 而 
o<| Xdx < 一 | fax, 对 所 及。 


令 w 一 oo, 得 到 | xix 一 0. 
这 个 定理 与 定理 2.2.2 合 在 一 起 ,我 们 得 到 


定理 2.3.8， 设 j>0 入 | fodx < co， 则 


> fa(x) ~ 00, a. ¢. 在 RP’ 上 。 


§ 4. 勒 贝 格 积分 的 定义 及 其 重要 性 质 


同 第 一 章 $ 1 里 关于 黎 曼 可 积 的 准则 类 似 , 我 们 引进 
定义 2.4.1。 设 1 是 值 域 为 [一 22, 十 cc] 的 函数 ， 若 对 任意 
6 > 0 存在 洱 数 g € Co 使 得 


| elar<e, 


则 称 # 在 勒 贝 格 意 义 下 可 积 , 
由 定义 可 知 : + 为 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 对 任意 & > 0， 
存在 g€C。 和 he 1t 使 得 


If 一 g1 < 并 且 | hdx 之 。. 


作为 练习 , 试 证 如 下 两 定理 . 
定理 2.4.2. 假如 对 任意 6 > 0, f 能 够 被 一 个 可 积 函 数 8 各 


近 ,使 1 一 glaz < 6 则 7 为 可 积 的 函数 . 
定理 2.4.3。 函数 je 1+ 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 
| fdx < co。 
现在 假定 f 是 一 可 积 函数 。 根 据 定义 ,可 以 取 适 当 的 gs€ C。 
使 得 
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| 1#f 一 gax 一 0。 (2.4.1) 


于 是 


az 一 | sz < | le — galds 
< 人 1 一 mlaz 二 人 1 一 mlzz 一 0， 
根据 柯 西 (Cauchy) 收敛 准则 | gsdx 有 一 极限 值 。 此 值 是 与 8。 
的 选择 无 关 的 ,因为 如 果 je Co 是 另 一 序列 使 | 1f 一 holdx 一 
0， 则 有 
em 一 faaa 


< ls 一 ldz 
< | (ge 一 Haxz 十 | [hs — flax—> 0. 


我 们 把 | godx 的 极限 值 ( 当 4 -> o0) 叫做 1 的 积分 并 记 作 (fax. 
根据 定理 2.3.6, 在 一 个 零 集合 上 改变 函数 了 的 定义 。 肠 不 影 
响 f 的 可 积 性 ,也 不 影响 积分 什 | ax. 两 个 可 积 函 数 ， 如 果 它 们 


除了 在 一 个 零 集 之 外 相等 , 则 可 看 成 是 等 价 的 . 所 有 等 价 类 组 成 
的 集合 记 作 L'。 为 了 确定 L! 的 一 个 元 素 ， 只 要 几乎 处 处 确定 一 
个 痕 数 就 够 了 ， 


练习 。 设 0<fer, 试 证 [jax 一 ) jar。 
定理 2.4.4， 若 ,gEL! 和 a,5E 弦 , 则 sf 十 bgeEL! 并 且 
| (af 七 bg)dz =— a |fax 十 8 | gdx. (2.4.2) 
(注意 , af 十 bg 几乎 处 处 有 意义 .) 其 次 , max (f, 8)，min(f,8)€ 
L 和 
| ya 过 | gdx。 当 1 志 g (2.4.3) 
成 立 。 
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证 : 利用 不 等 式 
[max (f,8) 一 mx (fo, 80)| 
< 和 max(1f 一 jg 一 gl) 委 1 一 由 十 8 一 8 
积 定义 (2.4.1) ,我 们 立即 得 到 max (f,8) 6 L'。(2.4.2) 可 按 同 样 方 
法 证 明 , 同 练习 结合 一 起 导出 (2.4.3). 
特别 地 ,注意 若 fe LL |f{ = max(f, 一 1) EL 


练习 。 设 1e 书 , 试 证 | |f(x 十 月 一 f(x)1ax 为 的 连续 
函数 ， 
我 们 补充 一 个 练习 , 它 表 了 明定 理 2.4.4 中 的 线性 性 质 同 可 积 性 
的 联系 . 
练习 . 设 j > 0 和 | 1ax 二 co。 试 证 等 式 
| (f+ g)dxr 一 | fax 十 | gdx 
对 任意 8 之 0 成 立 的 充 要 条 件 是 je 已 。 
定理 2.4.5 【B. 莱 维 (Beppo Levi)]. 设 fo€ Lf?1, 则 
fe 工 并 且 
(jaz 一 lim | rar 当 右 端 为 有 限 ; (2.4.4) 
反之 ,车 fe L!, 则 右 端 为 有 限 . | 
证 ，| fodx 关于 ”是 递增 的 , 并且 其 极限 值 当 fe L! 时 为 有 


限 ,鉴于 | fdx < jar。 现 在 ,假定 极限 
1 = im | fudx 
存在 , 则 当 = 之 mw 时 
| 一 jiz= | Oo — fn)dr— 
1 一 | oa， nn—> 00, 


从 而 (定理 2.2.2) 


* 30 * 


全 (fC—1,)adxr 一 了 一 fnax 一 0， 当 m 一 oo， 
J 


于 是 ,定理 2.4.2 告诉 我 们 1e 7', 且 鉴于 | fdx 一 | fndz 一 10— 


fn)jdx 一 0 当 m-> co0, 故 (2.4.4) 成 立 ， 
定理 2.4.5 可 以 叙述 成 关于 正 项 级 数 的 一 个 定理 : 若 0 二 


us€ L', 则 us EL! 的 充分 必要 条 件 为 区 | Wrdx 二 十 o0， 其 时 


| (5 4 ) dx 一 5 | war 


由 此 我 们 看 到 ,通过 勒 贝 格 积分 ， 关于 正 项 级 数 的 定理 1.2.1 得 到 
了 实质 上 的 改进 ， 
我 们 给 出 以 后 所 需要 的 定理 2.4.5 的 一 个 简单 推论 . 


定理 2.4.6， 设 了 > 0 和 | fdx < co。 则 存在 序列 gwe 1* 合 
得 < 委 8gnlgK6 L', 其 中 gg 之 有 
| fa 一 | gdx 一 | glax. 


铬 f€E LL', 则 f= 二 8 几乎 处 处 成 立 ， 
将 定理 2.4.6 作为 练习 。 借 助 于 定理 2.4.6 可 以 给 出 定理 2.2.2 
的 一 个 容易 的 证 明 ， 即将 黄 中 任意 非 负 函数 改换 成 L' 中 相应 的 某 
一 因数 便 可 。 

不 难看 出 ， 对 一 1。 应 用 定理 2.4.5, 可 得 关于 L! 中 递减 函数 
序列 {f,} 的 相应 定理 。 在 下 一 定理 中 , 我 们 研究 它 对 于 非 单调 序 
列 的 推广 ， 

定理 2.4.7 【法 图 (Fatou) 引 理 ]。 若 思 之 0, 则 

| Cmf) dr < iim | fodx. (2.4.5) 


| 


进一步 , 若 fs€ L'( 对 一 切 #) 同时 上 式 右 端 为 有 限 , 则 有 
limf, € L. 
证 : 假 这 对 地 委 半 
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ppm 一 min (fn, ”1 * ,fn ). 
则 存在 
lim ha 一 六 (下 降 )， lim Ap。 一 limf, (上 升 )。 
其 次 ,根据 定理 2.2.2 和 由 于 如 < 委 刀 ,有 
| 二 jax 一 | lim hadx 一 lim | hnaz 
和 fim | fndx, 


由 此 (2.4.5 ) 得 证 。 现 在 , 若 fn€ 已 对 一 切 2 则 有 
Li3honmh 宇 0, 当 mm 一 00， 


由 此 ,根据 定理 2.4.5 知 jue L!。 假 着 fim | hdx < co, 同一 定理 
断定 imp 一 lmfse Lt， 著 im | fdx < oo， 这 就 是 上 面 所 述 


情形 . / 
练习 。 设 刀 一 六 zle-(xe 9P'), 确定 (2.4.5) 的 两 端 . 
定理 2.4.8 [ 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ]。 设 有 L', limf,(*) 一 


f(x) 几乎 处 处 成 立 ， 进 一 步 假设 存在 函数 g(x) 之 0 满足 
| gdx < c0 : 
并 使 得 fs| 夺 8 对 一 切 x。 则 fe LL 并 有 
| a 一 lim | fdx. (2.4.6) 
证 : 不 带 来 任何 附加 限制 ,我 们 可 以 假定 ge L', 这 是 因为 可 
以 用 一 个 优 函数 4e 7+ 去 替代 8, 这 里 ,hE L' 和 | hdx < 十 oo 
成 立 。 现 在 ,我 们 对 序列 2g 一 上 f 一 如 | 之 0 应 用 法 图 引 理 ， 可 得 
| zez< 血 | G28 — If —fl) ds. : 
由 于 : 
lim | (fo CO— fnladx 2 | gdr < 十 co， 


凡 一 届 
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再 次 利用 法 图 引 理 ,得 知 |f 一刀 | e Lt+， 这 也 就 是 说 ， 
| Gz 一 TV 一 ADar=|2gzz 一 | 1 一 ler， 
故 
im | 1f—fldx < 0, 


从 而 je 二 且 (2.4.6) 成 世 。 
鉴于 前 一 练习 给 出 的 例子 ,那里 (2.4.6) 是 不 成 立 的 ,可 见 条 件 


1 二。 对 某 个 满足 | ”gdx < oo 的 成 立 是 必要 的 ， 

练习 。 ”直接 验证 前 一 练习 中 的 sup ,不 存在 有 限 的 上 积 
分 . . 
定理 2.4.9。 假设 me L! 和 > | lunlax < 0， 则 级 数 


1(x) 一 S unC%) (2.4.7) 
几乎 处 处 绝对 收敛 ,并 且 fe L。 其 次 ,有 
| | 一 ww dx 一 0， 当 ?7 一 Co0。 (2.4.8) 


证 : 根据 定理 2.4.5,F 一 多]us| 是 中 的 一 个 水 数 。 级 数 
Zun(*) 对 于 每 个 满足 F(x) < co 的 点 *， 从 而 对 几乎 所 有 x， 绝 
对 收敛. 历 以 (2.4.7) 几 乎 处 处 存在 。 者 令 


fa(%) 一 we)， 
1 


则 1f,1 筷 F 对 一 切 w, 并 且 几 乎 处 处 f, 一 ff。 由 定理 2.4.8, 这 表 
明 fe LL!. 又 因 F 守 |f 一 所 | 一 0 当 2 一 co 几乎 处 处 成 立 , 从 而 ， 
由 定理 2.4.8,(2.4.8) 也 成 立 ， 

练习 。 利用 


us 一 max(u;,,0), us = min(—u,,0) 
以 及 对 级 数 > ww; 和 >, wu 应 用 定理 2.4.5, 给 出 定理 2.4.9 的 一 
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个 新 证 明 ， 

练习 ， 假定 fe L'。 试 证 存在 ,hp 《17 使 得 f 一 所 一 所 几 
平 处 处 成 证 。( 提 示 : 首先 证 明了 可 以 几乎 处 处 表示 成 〈2.4.7) 的 
形式 ,其 中 fo&€ Co 然后 利用 前 一 练习 。) 


练习 。 证明 若 fe L! (一 元 函数 ) 则 >) f(x 十 2) 几乎 处 处 


2.4.10 【 黎 斯 - 非 含 尔 (Riesz-Fischer) 定理 ]。 若 j 
上 且 
| If falax> 0 当 m mm 一 oo， (2.49) 
则 存在 一 个 函数 fe L! 使 得 
| [fflar—>0,， 当 n> co。 (2.4.10) 


相反 地 ,由 (2.4.10) 可 以 推出 (2.4.9). 
证 : 最 后 那个 论断 可 由 

| 太一 flar< 人 1 一 flaz 十 人 一 各 les 

直接 推出 ， 为 证 前 一 论断 ,我 们 用 上 记 这 样 的 整数 ， 它 使 得 
| 太一 和 az 和 25 当 n, ma 
这 样 ,有 z z 
| (fr 一 如 ax < 2 *, 
从 而 ,根据 定理 2.4.9, 对 几乎 所 有 的 x 和 fe L', 极限 
fx) 一 如) + 5 CsisC®) 一 ja) 一 lm ja 
存在 ， 由 (2.4.8)， 
| 一 falar 一 0 当 k>%. 

现在 ,对 任意 入 我 们 有 

| 太一 Har< | Nor —flar + | lf 一 flar， 
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让 ww 和 和 同时 地 趋 于 co, 即 得 (2.4.10)。 
如 果 不 加 选择 的 话 ，f,(x) 可 能 对 某 些 x 不 收 剑 . 下 面 的 练 
习 给 出 一 个 例子 ,那里 我 们 假定 维 数 是 1. 
练习 。 设 7 为 一 正 整 数 而 ;为 如 此 之 整数 使 得 m; 夺 7 志 
(m 十 1) 成立 ， 我 们 令 
l, 当 0&n—m—mlxr| 一 | 
faC*) 1 此 它 ， 


试 证 | ljulaz 一 0 当 4 一 o%， 但 是 limf(x) 对 菜 些 x 不 存在 . 


定理 2.4.10 完全 类 似 于 实数 序列 的 柯 西 收敛 准则 ， 前 面 的 证 
明 也 是 与 柯 西 收敛 准则 的 证 明 平 行 的 ， 它 以 级 数 绝对 收敛 蕴含 收 
敛 的 定理 作为 出 发 点 。 


§5. 可 测 各局 部 可 积 函 数 


为 使 一 个 函数 f 成 为 可 积 , 除 要 求 上 有 一 定 的 正则 性 ,同时 还 
要 | 用 具有 某 种 局 部 和 整体 的 有 界 性 质 (在 弦 “ 的 紧 致 集 上 的 和 
当 x > co 时 的 )， 这 里 ,我 们 首先 研究 出 自 L 但 不 带 有 界 性 限制 
的 函数 类 ， 

定义 2.5.1。 一 个 在 家 * 上 几乎 处 处 定义 和 在 【一 吕 ， 十 co ] 
上 了 权 值 的 函数 九 若 

7ej16 工 ， 对 所 有 g€ Cr， 

则 称 为 可 测 的 ,其 中 了 ef 一 max( 一 8，min(8,f))( 夯 图 !1). 

不 难看 出 ,在 一 个 零 集 合 上 修改 f, 不 改变 f 的 可 测 性 。 定义 
也 表明 , 者 f 为 连续 或 者 可 积 , 则 f 为 可 测 。 因为 对 一 可 积 溉 数 


/， | flax = | ax 二 十 o0, 所 以 。 若 函数 为 可 积 , 则 必定 可 测 ， 


下 面 的 定理 给 出 了 可 积 与 可 测 的 关系 . 
定理 2.5.2. 函数 f 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 f 可 测 并 且 


| | 有 ex 于 十 co。 


证 : 在 Co 中 人选 一 适当 {8,}, 使 得 当 > 一 oo ， 对 所 有 xe 静 4 
有 gn(*) 一 十 c。 若 /为 可 测 , 则 有 
L376,f—>1f, 当 2 一 oo 
各 
176,fl 志 lf|， 对 所 及 . 


根据 勒 贝 格 控 制 收 人 定理 ,着 | |fldr < 十 oo 则 je 已， 


定理 2.5.2 常常 是 这 样 应 用 的 : 若 f 为 可 测 且 |f| 之 ge L， 
则 fe LL, 

定理 2.5.J. 假设 {f,} 为 一 可 测 函 数 序列 ， 并 且 f, 几乎 处 处 
收 敏 于 / 当 ” 一 co, 则 三 为 可 测 函 数 ， 

证 : 令 g&gECT， 则 有 

L’'3Tf,— Tf ae， 当 2 一 > co。 

其 次 , 因 |17ej| 和 8*， 这 样 一 来 , 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 知 Tefk 
L. 

任 一 通 数 f€ I+ 是 可 测 的 ， 所 以 定理 2.4.3 是 定理 2.5.2 的 一 
个 特例 ， 同 时 ,定理 2.5.3 以 及 定理 2.5.2 的 证 明 表 明 , f 为 可 测 亡 
数 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 界 的 je LL! 使 得 f 一 im 如。 由 此 我 
们 得 到 

定理 2.5.4. 假定 了 和 8& 可 测 , 则 max (f,g) 和 min (f,g) 亦 
为 可 测 ， 进一步; 各 了 和 8& 几乎 处 处 有 限 ， 则 了 十 & 和 jg 为 可 

证 : 这 里 我 们 只 来 证 明 f. g 是 可 测 的 。 为 此 ,注意 到 

fg—((f+ge)—(f—8)Y)/4. 

所 以 ， 只 要 证 明 一 个 可 测 了 效 数 的 平方 仍然 是 可 测 的 就 够 了 。 若 # 
为 可 测 , 则 存在 有 界 的 亡 6e L', 使 ,一 ff 当 %-> co。 因为 一 个 有 
界 可 积 函 数 的 平方 是 可 积 的 , 所 以 记 为 可 测 ， 定 理 其 余部 分 的 证 
明 留 给 读者 作为 练习 ， 

对 于 一 个 可 测 函 数 的 序列 {1,}。 定 理 2.5.3 和 定理 2.5.4 告诉 
我 们 supf 和 lmhp 皆 是 可 测 的 ， 
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从 定理 2.5.2 和 定理 2.5.4, 我 们 得 到 

推论 2.5.5. 假定 fe L:, 并 假定 8 为 可 测 和 有 界 , 则 f.g 为 
可 积 . 

现在 我 们 转向 讨论 这 样 的 函数 类 ， 它 是 当 仅仅 把 无 穷 远 处 有 
界 的 限制 取消 后 从 L! 所 得 到 的 函数 类 . 

定义 2.5.6. 一 个 几乎 处 处 定义 在 受 * 上 并 在 [一 co ,二 co 上 
取 值 的 函数 f, 车 

f* g€ 7 对 所 有 ge Ci 

则 称 f 为 局 部 可 积 的 。 所 有 局 部 可 积 函数 的 集合 记 作 Li， 

练习 。 ”假设 1€ Ll,.. 试 证 f 几乎 处 处 有 限 , 

练习 。 ” 试 证 : a) 若 fe li, 则 f 为 可 测 ; 5) 若 f 为 局 部 有 
界 ( 即 于 任 一 紧 致 集 上 有 界 ) 且 可 测 , 则 je Ze 

定理 2.5.7。 fe Li 的 充分 与 必要 条 件 是 : 对 任意 s > 0, 存 


在 一 个 连续 函数 2 使 得 | |f 一 gldx <。. 


证 : 取 加 6 Ct，0 筷 所 过 1 并 满足 : h(x) 一 1 当 ]z) 志 sn 
和 姑 ( 一 0 当中 > 十 1. 若 f€ Liws 因 有 ,一 4,_1€ Ci, 我 
们 可 以 选 g € Co 使 得 


| lf Ch, 一 An。 1) — gnldx 一 8/12"。 


因为 加 (8) 一 hx) 一 1 于 fx;# 一 1 过 J 过 十 1}( 此 集 
包含 hs hoi 的 支 集 ), 故 上 式 乘 以 | ot hs_2| 人 《 < 1) 得 到 


| Cs — hot) — gohans — boa) lds < e/2 
我 们 令 
8 一 3 gn(hnti — hn-2)> 
则 
| -star 一 | (5 Gs 一 和 ) 
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YT >, gn (nti — hn_2) 
1 


这 里 假定 4 一 加 二 0。 此 外 , 因 hn 一 4s-; 的 文集 属于 {x3 2 一 
2 所 x 硅 # 十 2), 故 任意 点 都 有 一 个 令 域 ,在 其 内 ,等 式 
gnlhoti — hn) = 0 . 

除 有 限 个 之 外 对 所 有 的 7 成立 ,从 而 8 是 连续 的 ， 

充分 性 的 证 明 留 给 读者 。 

作为 这 节 的 结尾 ,我 们 以 练习 的 形式 给 出 Lic 的 一 些 进 一 步 
性 质 . 

练习 。 若 f 可 测 且 If < ge Zi 则 f€ Lic. 

练习 。 若 f, ge€Liec, 则 |f|, af(a€ 宠 )，1 十 g, max (J, 
8) 和 min (f,8) 局 部 可 积 。 

注意 ， 局 部 可 积 函数 的 乘积 fg 不 一 定 是 局 部 可 积 。 然 而 ， 
我 们 有 


练习 。 大 jezLice 而 8 为 局 部 有 界 和 可 测 水 数 , 则 1. g€ 
Liw. 


dx < > 6/2" ~— 6. 
1 


§6. 可 测 和 可 积 集 合 


借助 前 一 节 的 积分 理论 ， 我 们 容易 得 到 统 “ 中 集合 的 一 个 测 
度 理 论 . 

定义 2.6.1。 设 E 为 统 ' 的 一 个 子 集 而 Xe 为 E 的 特征 函数 。 
E 的 外 测度 由 下 式 定义 / 

m*(E) bi | zx dx . 
若 Xs 可 积 , 则 称 E 为 可 积 , 并 且 E 的 测度 ( 勒 册 格 测度 ) 定 义 为 
m(E) 一 bz dx 一 | zx dx — m*(E). 

相应 地 , 若 XE 可 调 : 则 称 E 为 可 测 。 

根据 定理 2.5.2, 若 瑟 可 测 且 m*(E) < 十 co 则 瑟 为 可 积 .所 
以 ,对 于 可 测 集 E, 当 m*(E) 十 oo 时 ,我 们 可 以 用 m(E) 代替 
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m*(E) 记 五 的 而 度 . 

外 测度 的 进一步 性 质 可 由 定理 2.2.2 言 接 得 到 ,但 我 们 将 这 些 
性 质 陈述 作为 一 个 新 的 定理 . 

定理 2.6.2。 车 ECE, 则 m*(E,) 委 m (BE)。， 若 


E— UE,, 
则 有 : 
m*(E) < Tmt(E,). (2.6.1) 
着 当 4 co 时 BE。 上升 地 趋 于 ,也 就 是 说 
ECE, 对 所 有 + 和 一 U E,, 


则 mCE,) 1 m*(E)Bn—> 0, 
容易 看 出 , 如 1+ 的 充分 必要 条 件 是 五 为 开 集 所以， 开 集 
在 测度 理论 中 起 着 与 1+ 中 函数 在 积分 理论 中 同等 的 作用 。 例如， 
有 
定理 2.6.3。 对 任意 集合 E， 
m"(E)= inf m™(0) 和 
其 中 CO 取 遍 所 有 的 开 集 . 
证 : 因 EBECO, 故 mm*(FE) 入 m*(0), 从 而 
m*(E) < infm*(O). 
这 样 只 和 需 在 m*(E) 一 oo 的 假定 下 证 明 反 方向 的 不 等 式 就 行 了 。 
对 任意 s > 0, 可 以 找到 fe 1+ 使 得 如 去 了 和 
| dx Sm*(E)+ 8, 
令 0 是 这 样 的 开 集 ,使 于 O 内 f(x) > 1 一 8, 于 是 有 ECO, 并 上 且 
若 0 二 6 二 1 则 Xo 所 1/(1 一 2), 人 队 而 
m*(O0) < (m*(E) + se)/(1— 8). 
因为 8 可 以 任意 小 , 故 定 理 得 证 ， 
从 前 一 节 的 定理 ， 可 直接 得 到 关于 可 测 与 可 积 集 合 的 下 述 定 
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(2.6.2) 


理 。 
定理 2.6.4. 一 个 可 测 集合 的 余 集 为 可 测 集合 ， 可 数 个 可 测 
集合 的 并 集 或 交集 仍 是 可 测 集 ， 类 似 地 , 可 测 集 的 lim 和 Em 也 


是 可 测 集 。 可 测 集 的 对 称 差 是 可 测 的 。 任 一 开 集 和 闭 集 为 可 测 
集 . _ 

定理 2.6.4 的 证 明 留 作 练习 。 我 们 仅仅 提醒 下 列 事实 。 对 于 
一 个 集合 的 序列 {B。j ,lim B。 和 fmE, 是 通过 特征 函数 的 相应 


运算 来 定义 的 ， 记 号 fimE。(BmaB。) 代表 由 属于 除 有 限 多 个 以 
”外 的 所 有 BE,。( 属 于 无 限 多 个 BE。) 的 点 所 组 成 的 集合 。 其 次 , 对 称 
差 EJ,AE， 是 所 有 这 样 的 点 的 集合 ， 它 仅仅 属于 E, 和 E; 中 的 一 
个 ,因此 ELAE, 的 特征 函数 为 | 好 一 Xs,1。 最后, 我们 提醒 ,对 于 
开 集 E, Xz€ 1711. 

对 于 可 积 集合 的 相应 定理 是 : 

定理 2.6.5.。 可 数 多 个 可 积 集合 的 交集 是 可 积 的 。 一 个 开 集 
或 闭 集 为 可 积 集合 的 充分 与 必要 条 件 是 其 外 测度 为 有 限 . 特别 
地 ,任意 一 个 紧 致 集合 是 可 积 的 。 若 {E。)? 是 一 个 可 积 集 合 的 序 


列 ,; 则 EE 一 【EE, 可 积 并 且 m(E) 二 > m(E,) 当 不 等 式 右 端 
为 有 限时 。 又 当 E, 互 不 相交 时 ,如 下 等 式 成 立 


m(E) 一 bp3 m(BE.) (2.6.3) 


( 勒 贝 格 测 度 的 完全 可 加 性 质 ). 

对 于 一 个 不 是 可 积 的 可 测 集合 ,人 们 有 了 时 也 定义 测度 , 按 这 种 
定义 ,测度 一 外 测度 一 + co， 在 这 种 约定 下 ,对 于 所 有 可 测 集 ， 测 
度 按 集 合 是 完全 可 加 的 , 

定理 2.6.5 的 证 明 留 给 读者 。 

练习 。 证 明石 为 可 测 集合 的 充分 必要 条 件 是 : 对 所 有 紧 致 
集 色 ， 互 门 K 组 为 可 测 ( 可 积 )。 

练习 .。 证 明 
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m*(E) = inf 六 12(7。) ， 


其 中 inf 是 对 所 有 满足 U 1 二 忆 的 区 闻 序 列 {1,}? 取 的 。 ( 提 
示 :; 首 先 , 注 意 每 个 开 集 0O 是 可 数 多 个 区 间 1 ， 7，…… 的 并 集 , 这 些 
区 间 具 有 和 包含 在 口内 的 有 理 的 顶点 。 然 后 , 作 新 的 区 间 J4,，*……， 
Jus 它们 没有 共同 的 内 点 ,并 且 它 们 的 并 集 是 JANCJ 大- 的 闭 
包 。) 

特别 地 ,EE 为 零 集 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 8 > 0, 存在 区 


间 序 列 {1 使 得 EC LU 1, 和 m(1,) < e。 这 就 是 零 集 的 通 
常 的 定义 ， / / 

练习 。 证 明 巨 为 可 积 集合 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 s > 
0, 存在 有 限 多 个 区 间 [1,…1, 使 得 

m*(EACLU -UID)) <e. 

至 此 ,我 们 有 了 在 整个 组 * 上 的 积分 .现在 , 令 f 为 一 个 定义 
在 可 测 集 E 上 的 函数 , 设 : 

p—{ 在 E 上 ; 
”lo 其它. 
如 果 可 积 ( 可 测 ), 我 们 就 说 f 是 可 积 (可 测 ) 的 ,并 记 
| fC) dx = | fC) aa。 

车 E' 是 的 一 个 可 测 子 集 ， 根 据 定理 2.5.5, f 也 在 Fr" 上 可 
积 ( 因 站 ,可 测 同 时 有 界 )， 不 难看 出 ,前 面 关于 可 积 与 可 测 函数 的 
定理 可 以 直接 地 搬 到 定义 在 可 测 集 上 的 函数 上 来 。 其 次 ， 根 据 前 
面 的 定理 (如 定理 2.4.4) 直接 可 知 ,下 面 的 公式 成 立 : 

Jf) ae = fC) dx 十 | .fa 
EUE!’ E E 
其 中 五 和 5' 为 不 相交 的 可 测 集合 . 
以 下 ,我 们 将 限于 陈述 整个 统 : 上 积分 的 理论 . 
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练习 . 证 明 fe Lio。 的 充分 必要 条 件 是 f 在 任 一 紧 致 集 上 可 
积 ， 
借助 于 定理 2.5.7, 我 们 将 给 出 可 调集 合 的 特性 ， 在 以 测度 理 
论 为 开端 的 教科 书 里 ,这 通常 是 放 在 前 面 的 . 
定理 2.6.6. 关于 农 ? 的 子 集 EE 下列 条 件 是 等 价 的 ， 
(1) 5 是 可 测 的 ; 
(2) 对 任意 。 > 0， 在 在 一 个 开 集 0 必 E 使 得 m*(O\E) 二 
By》 
(2 ) 对 任意 s > 0, 存在 一 个 闭 集 EC 使 得 m*(E\F) 一 
6; 


(3) 存在 一 个 下 降 的 开 集 序列 {0.]7 使 得 
0, 必 EBE 和 站 OwE 是 一 个 零 集 ; 

(3”) 存在 一 个 上 升 的 闭 集 序列 {F,}? 使 得 

F,CE 和 E\U F, 是 一 个 零 集 . 


证 : 因 一 集合 为 开 集 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 是 闭 集 ， 所 以 只 
要 证 明 (1)、(2) 和 (3) 等 价 就 够 了 。 
假定 (1) 成 并 。 此 时 Xs 为 局 部 可 积 。 根据 定理 2.5.7 存在 一 


个 连续 函数 & 使 得 | | 如 一 g| ax < e/4。 这 也 就 是 说 ,对 某 一 
helI', 
[ze —g| <h 和 | hdx < el4. 
设 
0 — {ssg() + hw) > 1/2}, 


因 g 十 4 下 方 半 连续 , 它 是 开 集 . 其 次 ,不 等 式 Xe 过 g 十 表明 
ECO. 现在 , 若 x*€ ON\E, 则 


g(x) + ACx) > 到 g(x) — h(x) < Xalx) 一 0 
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he i re 


村 可 小 测 


LU NA 


因此 24(x) > - 这 也 就 是 说 ;有 


人 六 
x 三 44 和 | xax <4| hdx 一 e， 


其 中 xX 是 ONE 的 特征 函数 . 

现在 ,假定 (2) 成 立 。 那 么 ， 0 六 E 使 得 m*( ON\E) 一 0 
当 ” 一 ce， 通过 以 On no。 代 0,, 可 以 假定 {O,j 是 下 
降 的 ， 由 于 


0<m* (N O\E) 之 m*(OA\E)—>0, 当 n -> 00, 


故 门 0s\E 必 为 零 集 ， 

根据 定理 2.6.4，。(1) 蕴 含 (3), 定 理 的 证 明 至 此 完成 . 

练习 。 证 明 五 为 可 积 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 8 > 0, 存 
在 一 个 开 集 O 和 一 个 紧 致 集 玉 使 得 KCECO 并 且 m(O\K) 一 
m(O)—m(K) < 8， 

练习 . 假定 E 可 积 . 试 证 m(E) 一 supm(K)， 这 里 KK 取 遍 
E 的 所 有 紧 臻 子 集 . 

现在 ,我 们 给 出 一 个 不 可 测 集合 的 例子 。 对 于 实数 x 和 y, 若 
* 一 》 为 有 理 数 , 则 令 x ~ y, 即 x 与 y 等 价 . 据 此 ， 实 数 被 分 成 
等 价 类 。 让 我 们 假定 如 下 之 作 落 是 可 能 的 ， 即 从 每 一 等 价 类 选择 
恰好 一 个 元 素 ， 如 此 我 们 得 到 一 个 集合 EE， 它 包含 每 个 等 价 类 中 
的 一 个 而 且 仅仅 一 个 元 素 ( 若 承 认 选 择 公 理 , 此 作法 是 可 能 的 ). 并 
且 ， 我 们 可 以 假定 E 是 含 于 [0,1] 移 ， 这样 ,E 不 可 能 是 可 测 的 . 
因为 荐 E, 二 + 十 EE 二 {r+ 十 x+;x€E}, 则 有 

| Uy E,=B (2.6.4) 


和 

EC(0.2) 若 0 二 :二 1， (2.6.5) 
这 里 , 乡 和 统 像 通常 那样 表示 有 理 数 和 实数 的 集合 假若 可 测 ， 
因 其 外 测度 二 1， 那么 EE 一 定 是 可 积 的 ， 这 样 一 来 ， 所 有 EE， 共有 
间 一 测度 ,因为 它们 的 差别 仅仅 是 一 个 平移 。 由 于 所 有 E,, 0 一 
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7r<1,769g 是 不 相交 的 , 则 (2.6.5) 表明 
2) m(E,)<?2 


rt 名 0,1) 

由 于 此 级 数 有 无 穷 多 项 ,所 有 的 项 又 相等 ， 故 m(E,) 一 0 对 所 有 
的 +。 已 知 可 数 多 个 零 集 的 并 集 仍 是 零 集 ， 所 以 ， 按 照 (2.6.4)， 
(一 00, 十 00) 势 必 就 是 零 集 了 ， 这 个 矛盾 证 明 E 是 不 可 测 的 . 

现在 ， 我 们 来 证 明 这 里 关于 可 测 性 的 定义 是 与 通常 的 定义 完 
全 一 致 的 。 

定理 2.6.7. 是 可 测 的 充分 与 必要 条 件 是 : 对 任意 实数 a， 
{zr;fxz) > a} 为 可 测 集 . 

证 : a) 必要 性 ”因为 若 f 为 可 测 ， 则 了 一 “为 可 测 , 故 可 假 
定 a 是 零 , 从 而 归 之 于 证 明 E 一 {x; f(x) 二 0 为 可 测 集 。 因为 

一 limmin (nft ,1), 其 中 f+ 一 max (f,0)， 所 以 EE 确实 为 可 测 

集 。 

6) 充分 性 设 [?] 表示 二 i 的 最 大 整数 ,并 令 


若 [zf(x)] 一 *, 则 Kk/n 过 f(x) KR 二 1)/r Bf Cx) 一 《Am 所 
以 0 过 f 一 所 过 二 并 且 


| 


fn >, ye, 


kro 7 

其 中 Es = {xk/n <fx) E+ 1) /rn} 是 可 测 的 、 由 此 可 知 
jf, 可 测 ,从 而 /一 limj, 为 可 测 . | 

练习 。 假定 f 可 测 和 4 在 纪 上 连续 或 者 上 升 ， 试 证 of 可 
测 ( 假 定 f 几乎 处 处 有 限 ). 

最 后 ， 我 们 来 证 明 几 个 表明 可 测 性 与 连续 性 之 间 关 系 的 定 
理 ， 

定理 2.6.9* [重金 (JJyaaa) 定理 ]， 设 是 一 个 几乎 处 处 有 


*) 原 书 漏 掉 定 理 号 2.6.8, 译文 未 加 更 动 ， 一 一 绝 者 注 
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限 的 可 测 函 数 。 则 对 于 任意 8 > 0, 可 以 找到 一 个 闭 集 FF， 使 得 
! 在 F 上 的 限制 是 连续 的 ,并 且 m(F) 二 8s。 反之 ,具有 上 述 性 质 
的 函数 是 可 测 的 . 

证 : a) 必要 性 令 由 (x) = 二 x/(l1 十 1x|) 它 是 从 志 到 (一 1， 
十 1) 的 单调 上 升 连续 函数 ,并 令 4( 士 co ) 一 士 1。 由 于 了 的 可 测 
华 和 连续 性 跟 函 数 $of 的 同样 性 质 是 等 价 的 ， 所 以 ， 没 有 附加 任 
何 限制 ,我 们 可 以 假定 fe Lio.。 根 据 定 理 2.5.7。 我 们 选 一 连续 函 


数 序列 fgo} 使 得 | |f 一 go| dx 二 4-"， 并 取 加 使 
| ho ds 一 4 和 1 一 | he lt 
设 B= {z3j(z) > 2-"), 则 
2 Xs < ha 和 mEs) < 2 | 各 ar <27, 


故 
~"*(U E,) < Dm, )< 于 2- 一 8 
我 们 取 时 分 大 的 也 
F 一 Ee, 


noeN 


因为 h。€ 1* 蕴含 着 Bs 为 开 人 乐 ,所 以 m*(F°) 一 8 并且 FF 为 闭 集 . 
其 次 , 当 -> oo 时 思 在 F 上 一 致 趋 于 零 ， 从 而 f 一 g。 在 F 上 一 
致 趋 于 零 ， 事实 上 ,，x*e F 蕴含 x&E,、 从 而 
0 hx) 三 2 ” 当 # 之 凡 , 
已 知 一 个 连续 函数 序列 的 一 致 收 全 极限 仍 是 连续 的 ， 所 以 f 在 F 
上 的 限制 为 连续 . 

b) 充分 性 ” 若 定 理 的 条 件 成 立 ， 则 可 找到 一 个 闭 集 序列 
{PF。}， 使 对 任意 >, 了 在 F。 上 的 限制 为 连续 并 且 之 m(PFs) < co 


令 
/ -1 企 F, 上; 
” 十 co ”在 Fs 上 ， 

中 .» 


则 jf。 为 下 半 连 续 , 从 而 为 可 测 。 当 2 -> oo 时 , 除 零 集 im ?之 外 
六 收敛 到 f, 根据 定理 2.5.3，f 为 可 测 , 由 此 定理 得 证 ， 
布 巴 基 把 鲁 金 定 理 作 为 可 测 函 数 的 定义 ， 当 考虑 向 量 值 浮 数 
时 ,这 是 有 好 处 的 . 
鲁 金 定理 同 定理 2.6.6 的 (2) 和 (2 ) 一 起 告诉 我 们 : 一 个 在 可 
测 集 已 上 连续 的 函数 , 它 在 互 上 是 可 测 的 . 
练习 。 试 证 ， 假若 了 是 一 可 测 集 的 特征 函数 ， 则 重金 定理 可 
由 定理 2.6.6 的 (2) 和 (2 ) 得 到 ， 
注意 鲁 金 定理 并 未 断言 可 汕 函数 在 任意 点 连 颖 。 例 如 ,函数 
f(x) 一 人 1 当 x 为 无 理 数 ; 
0 当 x 为 有 理 数 ， 
为 可 测 ,然而 此 函数 在 任何 点 处 都 不 连续 ， 
对 于 黎 曼 积分 ， 情 况 则 是 另 一 个 样 ， 我们 仅 定 义 了 有 具 紧 致 支 
集 函 数 的 积分 ,对 于 这 种 丽 数 ,有 如 下 结论 : 
定理 2.6.10。 一 个 具 紧 致 支 集 的 函数 为 黎 党 可 积 的 充分 必要 
条 件 是 它 有 界 且 其 不 连续 点 构成 一 个 零 集 . 
I 正 : 令 fC%) 一 limf(y) 和 和 hlx) = 一 limf(y). 则 fi < 到 


和 fi(fs) 为 下 (上 ) 方 半 连 续 ( 试 证 之 作为 练习 )。 大 $8 属 于 Co 和 
<f, 则 有 中 委 六， 从 而 


| wa < | 六 ix ， 
由 此 可 得 
|f a <Jhiar. z 
因为 大 反思 故 反方 向 的 不 等 式 也 成 立 , 从 而 
Jfax = hia. 


类 似 地 ,可 得 |f dx 一 | 有 dx， 由 于 7+ 中 国 数 的 歼 曙 下 积分 等 于 
它 的 勒 贝 格 积分 ， 所 以 , 利用 有 和 包 在 勒 贝 格 意义 下 的 积分 我 们 
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得 到 


|fax 一 | ix ， 17a 一 | dx , 
这 也 就 是 说 , f 为 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 
| HD dx = 0, 


所 以 = 二 和 a. ce.， 即 f 为 几乎 处 处 连续 ， 

对 鲁 金 定理 的 证 明 作 类 似 的 修改 ,可 以 得 到 

定理 2.6.11 [ 叶 果 洛 夫 (EropoB) 定理 ]。 假设 14, 为 一 个 几 
乎 处 处 取 有 限 值 的 函数 序列 ， 它 几乎 处 处 趋 于 一 个 几乎 处 处 有 限 
的 极限 1，' 若 所 有 的 访 为 可 测 , 则 对 任 一 紧 致 集 天 和 旨 > 0, 可 以 
找到 一 个 紧 致 集 KACK 使 得 m (KANKR 天 并且 刀 在 天 上 一 致 
收敛 于 1 

证 : 令 

hax) 一 sup|j 一 刀 | ， 
这 里 ， 约 定 如 一 十 co 当 了 或 者 某 个 各 为 无 限时 ， 根 据 假 设 ,/， 
在 一 个 零 集 合 之 外 单调 地 趋 于 零 。 从 而 ,可 测 集 
Es 一 {x3xcKhC5) > 6} 

随 2 下 降 , 并 且 对 任 一 8 二 0， limE,,s 为 零 集 。 因 E,,;sCK 和 天 


为 一 可 测 集 ， 故 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 有 mm(Es,s) 一 0 当 2 一 
coco。 所 以 ,对 二 1,2,.… ,我们 可 以 选 Wi 足够 大 使 得 ej; 一 Eniyi 
满足 

m(e;) <e/2i,h,(x) 1/ Bn Ni, x K\e. 
这 里 ,最 后 那个 推断 是 根据 Bu 的 定义 。 令 e 一 Ue;, 则 e 可 测 
且 m(e) 二 Ee。 对 x€EK\e, 有 h(x) 所 1/11 当 n 之 Nj, 即 在 K\e 
上 %, 一 致 地 趋 于 零 .。 现在 ,有 

m(K\e) = m(K)— m(e)> m(K)—&, 

故 可 找到 一 个 紧 致 集 K,CK\e 使 得 m(K) >>m(K) 一 8。 由 此 
可 知 m(K\K) 二 e 和 在 K, 上 妃 一 致 收敛 到 大， 定理 证 毕 . 

练习 ， 证 明 勒 贝 格 控 制 收 钱 定理 和 重金 定理 是 叶 果 洛 夫 定 
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理 的 推论 , 


8$7. 变量 蔡 换 


首先 ,注意 到 若是 鹃 :的 开 集 , 则 可 对 仅 在 内 有 定义 的 函 
数 定义 上 积分 和 积分 ,作法 与 以 前 类 似 , 先 从 Co(O) ( 即 具 紧 致 支 
集 属于 0 的 连续 函数 类 ) 人 入 手 。 我 们 留 作 练 习 ， 要 读者 往 证 : fk 
L'(0) 的 充分 与 必要 条 件 是 在 0 内 取 值 为 f 而 在 0 外 取 值 为 零 的 
函数 属于 L'( 多 人 ). 

现在 ， 设 0, 和 0; 是 家 :的 两 个 开 集 ， 并 设 上 (如同 在 定理 
1.4.5 中 ) 是 一 个 从 0, 到 0; 的 一 对 一 了 映射 ， 并 且 由 和 :都 是 连 
续 可 微 的 。 车 f 是 一 个 定义 在 0; 内 的 函数 , 象 在 第 一 章 $ 4 里 那 
样 ,我 们 将 fed 记 作 $9. 

定理 2.7.1。 je L:(0,) 的 充分 与 必要 条 件 是 (4*/)| detg$'| € 
L!(0,), 并 且 有 


| 1 dx 一 | (ds 让 |detd'l| ar ， (2.7.1) 
证 ， 气 定理 1.4.5 知 , 当 je Co(0;) 时 ,(2.7.1) 为 真 。 鉴于 我 
们 可 取 一 序列 fe Ci(0;) 且 刀 个 太 由 此 立即 可 得 

| ra =—| (erDldat1az， 对 feIr(0D)。 (2.7.2) 

注意 $e 1+(01), 且 根 据 连 续 可 微 送 映 射 6-! 的 存在 性 知 

detgp’ 和 0， 

故 映射 1+(02) 31 一 (8*f)|det 8'| E11(0;) 是 一 对 一 的 满 射 。 
由 此 立即 得 知 ， 对 于 任 一 函数 f > 0 的 上 积分 ，(2.7.2) 成 立 。 


这 样 一 来 ,存在 一 个 函数 ge Co(0;) ,使 | |g 一 | dx <s 这 一 
命题 等 价 于 
law ar < 

其 中 8 一 (9#g)1dett | 。 这 就 证 明了 : ffe LO) 当 而 且 仅 当 
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i i = + -一 


(和 jdetle ZUOD)， 并 且 鉴 于 此 式 当 jE Co(0，) 时 为 真 ,此 
时 亦 有 (2.7.1) 成 立 . 


$8. 累 次 积分 , 勒 贝 格 - 傅 比 尼 定 理 


这 里 我 们 将 考虑 (*,y)e 宛 f 的 函数 1 其 中 re 宏和 和 
入 :着 f€ Co 家 于 )， 从 第 一 章 $ 3 我 们 知道 


| az dy -| (a ) dy ， (2.8.1) 


其 中 左 端 表示 纪 +* 上 函数 f 的 积分 而 右 端 则 是 f 先 就 固定 的 
* 对 y 积 分， 然后 将 所 得 结果 再 对 * 积分 。 现在， 我们 来 证 明 

(2.8.1) 在 惑 贝 格 意义 下 成 立 。 为 此 , 象 往常 那样 从 考虑 1* 中 的 函 

数 开始 . 

定理 28.1， 设 1 作为 (*,y) 的 函数 属于 1+， 则 对 固定 的 +， 
f 视 作 y 的 函数 属于 1+, 而 且 | 1(z。 7) dy 作为 = 的 函数 也 属于 


7 并 有 


1) ax dy 一 | (| ly ) dx ， (2.8.2) 
证 : 我 们 能 够 取 je Co 使 0 委 姑 1j。 这 就 表明 1(x,y) 对 固 
定 的 x 视 作 3 的 函数 属于 1*, 并且 


ganC%) | f(x,y) dy 1 | Ke dy =— g(%). 
因 0 和 8。 Cu 我 们 得 到 ge 广 和 
| dx = lim | dx =— lim 1 fe dx dy 


一 | dx dy ， 


这 里 我 们 用 到 (2.8.17) 对 户 成 立 。(2.8.2) 证 毕 。 
定理 2.8.2. 对 任意 了 之 0 有 


| (| re dx <||: dx dy, (2.8.3) 


a et ee ma . 


证 : 者 1 和 肥 8e 1+, 由 上 积分 的 单调 性 ， 
i) <f (Fen) a -he 
其 中 最 后 的 等 式 是 根据 定理 2.8.1。 因 为 右 端 的 下 确 界 是 
什 7 dx Gy ， 

帮 (2.8.3) 成 立 。 

练习 。 证 明 若 xz,，7) 一 g(x)h(y)， 则 (2.8.3) 中 的 等 号 成 
立 . 

练习 。 设 g, 和 g; 为 * 的 非 负 函数 , 则 

| e+ 8g) dx 一 | dx 十 | g2dx, (2.8.4) 


( 见 定 理 2.4.5 前 面 的 练习 ) 设 加 和 为 是 弓 : 中 互 不 相交 ， 测度 皆 
是 1 的 两 个 开 集 的 特征 函数 ,并 设 
f(x,y) = g(x)hi(y) 十 g(x) ha Cy), 

试 证 (2.8.3) 的 两 端 分 别 地 与 (2.8.4) 的 对 应 端 相 等 。 这 也 就 是 说 ， 
(2.8.3) 中 的 等 号 不 一 定 成 立 ， 

推论 2.8.3.。 知 1 是 一 个 零 函 数 ， 则 y 一 f(x,y) 对 几乎 所 有 
的 * 为 一 雪 交 数 ， 

定理 2.8.4 [ 勒 贝 格 - 傅 比 尼 (Fubini)]. 若 je Z( 5) ， 则 
52 3 ->fx,y) 对 几乎 所 有 的 x+€ 缠 “ 为 可 积 , 同 时 ,函数 


B34 fxsy) dy 
几乎 处 处 有 定义 且 可 积 , 并 有 ， 
(ia ay = | (fay ) ax. (2.8.5) 
证 : 选 go6k Co 使 
| lf—gl dr dy <o%, 
这 表明 
| 5) U7) ~ pls) ay ) a 


»- 0. 


< (Pe) 


< 三 | 1 一 gdz dy < 二 co， 
所 以 级 数 号 | 1f(z,7) 一 gw(z:?)1 dy 对 几乎 所 有 的 = 收敛 特 


别 地 ， 级 数 中 的 一 般 项 对 几乎 所 有 的 * 趋 于 零 ， 由 此 可 知 ， 衣 数 
》-> 帮 xz,7) 对 几乎 所 有 的 x 为 可 积 。 因 此 ,函数 


F(x) 一 | Hz dy 
几乎 处 处 有 定义 ， 令 Gu(o) 一 | gr(z,y) dy , 则 Gue Co 且 
[iredar < | (FM — gr) ay ) a 
<|| |f— gl| dx dy 一 0. 
从 而 , FF 可 积 并 有 : 
| Fax ~ lim| ca = lim || go dx dy 
-Jia wo， 


申 此 定理 得 证 . 

定理 2.8.4 中 的 跟 数 7 一 f(x,y) 一 般 说 来 不 一 定 对 所 有 x* 是 
可 积 的， 事实 上 ， 在 一 固定 * 处 , f(x,y) 的 任意 变动 不 影响 其 在 
R* 上 的 可 积 性 ， 

练习 ，。 设 1x,y) 一 g(x)h(y), 其 中 8 和 4 可 积 (可 测 ), 试 
证 了 为 可 积 ( 可 测 ). 

练习 。 设 f, gt L'(R*)， 试 证 对 几乎 所 有 的 * 存在 


h(x) 一 | 7 一 y)g(y)dy, 


并 证 明 4e CCF2) 和 
| ar< | flax | ielar。 


四 号 人 


练习 。 若 1(x,y) 可 测 , 试 证 * -> | 1f(x,»)14y 为 可 测 和 
y 一 1(x,y) 对 几乎 所 有 的 x 为 可 测 , 

注意 ,即使 (2.8.5) 的 右 端 存在 ,我 们 仍 不 能 断定 左 问 存 在 ， 推 
论 2.8.3 前 面 那 个 练习 给 出 一 个 说 明 的 例子 。 即 特别 地 取 g, 和 &, 
使 8 十 gE LL!。 另 一 方面 ;我们 有 

定理 2.8.5. 若 上 可 测 , 则 当 而 且 仅 关 | 

| (| |f(x,Y) ay ) dx 00 (2.8.6) 
时 了 为 可 积 . 

证 : 若 上 可 积 , 则 | 群 亦 可 积 , 同 时 勒 贝 格 一 传 比 尼 定 理 表 了 明 
(2.8.6) 成 立 。 当 我 们 证 明 反 方向 的 论断 时 ， 据 定理 ?.5.2, 可 以 假 
定 1 宇 0， 起 gue cf 使 对 所 有 (zy)e Rare ga(x,y) 人 十 00, 当 
n 一 00。 当 f 宇 0 为 可 测 荫 数 时 ,有 

L137T6,f11. 
那么 ,由 于 


| To fdxdy = | (| Tosfay ) ds 
< | (er)ar< +%, 


和 B. 莱 维 定理 ,有 feL. 
定理 2.8.4 和 定理 2.8.5 表明 ,对 于 一 个 满足 (2.8.6) 的 可 测 函 


数 jf, 下 式 成 立 
| rear dz 一 | 人 Acer) dy. (2.8.7) 


特别 地 ， 当 f 为 可 测 并 且 是 非 负 的 时 候 ， 如 果 其 中 每 个 积分 都 存 
在 , 则 可 以 改变 积分 的 次 序 。 这 里 , f 之 0 的 假定 是 关键 的 . 
练习 。 ” 试 证 下 面 两 个 系 次 积分 


(ee), 


Fe m2) 


是 不 等 的 (有 不 等 号 ! ). 
定理 2.8.5 的 另 一 个 推论 为 : 静 sf+* 的 一 个 可 测 子 集 为 零 集 的 
充分 与 必要 条 件 是 
E, = {y€ R’; (x,y)EE} 
对 几乎 所 有 的 + 为 零 集 . 特别 地 , 若 瑟 可 测 并 且 EF, 对 几乎 所 有 
的 * 是 零 集 , 则 EE 为 零 集 ，E 为 可 测 集 的 条 件 是 关键 的 ,即使 对 每 
个 *, Es 是 一 个 点 ,这 个 条 件 也 是 不 能 去 掉 的 


39. 7 空 间 


设 1< p< coo. 现在 , 我 们 来 定义 L*, 包括 p >> 1 的 情形 . 
这 里 ,我 们 选择 一 个 基于 定理 2.5.2 的 定义 ， 当 p 一 1 时 它 等 价 于 
原来 的 二. 
”定义 29.1， 车 /7 可 测 且 


We ~= (| Upar) < +o， (2.9.1) 
则 涪 f 属 于 工 4 
根据 定理 2.5.2，(2.9.1) 等 价 于 1}|?€ 无: 故 其 中 的 上 积分 可 以 


改写 成 积分 . 
定理 2.9.2 [ 霍 尔 德尔 〈Hilder) 不 等 式 ]。 着 f€E 二 和 86 


上 Ls， 这 里 
1<p<%,1<4g<%, 六 十 二 一 1 
则 了 .g 为 可 积 函数 并 且 
和 
反 过 来 ; 若 je 三 和 
和 


< 有 lgl。 (2.9.2) 


< Cllele, gs€ Ls, (2.9.3) 


则 上 yl， < c. 
s 43 5 


本 的 


证 : 设计 一 o 十 一 BP。 则 a 十 8 一 1 并 且 数 a。 和 6 为 正 


的 ， 对 任意 非 负数 。 和 4 。 下 述 算术 -几何 不 等 式 成 立 
a .boa t+ Be, 
这 是 因为 若 令 “ 一 。， 6 一 e? 此 不 等 式 根据 <” 的 凸 性 是 成 立 
的 现在 , 令 a 一 |f(x)1? 和 4 一 |gCx)1, 我 们 得 到 
Cg < olf 1? + plele)l, 
故 有 
| elar < alflsg + plells. 


根据 定理 2.5.2 和 定理 2.5.4, 上 式 表 明 fse L'。 若 fs = jelle= 
1, 由 于 a 十 8 一 1， 知 (2.9.2) 成 立 ， 又 因 不 等 式 (2.9.2) 关 于 了 和 
# 是 齐 次 的 ,所 以 一 般 情形 它 也 成 立 ， 另 一 方面 ， 若 (2.9.3) 成 立 ， 
我 们 在 1 关 0。 处 定义 
g = |fI°/i, 
并 定义 8 为 零 当 f 一 0, 则 这 是 一 个 可 测 函 数 且 1gl? 一 |f|?， 放 
| llrax < co, 所 以 ge Lt。 这 时 由 (2.9.3) 我 们 得 到 小 过 
chilge, 从 而 ls < 5. 
在 第 三 章 $7 里 , 我 们 将 给 出 定理 2.9.2 的 一 个 非常 一 般 的 形 
式 . 
练习 。 ”证 明 当 把 殖 尔 德尔 不 等 式 中 的 积分 改 成 上 积分 时 ， 
它 对 于 任意 1，g 之 0 成 立 ， 
定理 2.9.3 [闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ]， 着 j,g€ 
L?, 则 ff 十 g€L" 并且 
f+ sls < ls + Mele, ， (2.9.4) 
证 : 根据 定理 2.5.4, 十 g 是 可 测 的 。 其 次 ,估计 式 
f+ gl < 2max( fl, el) 


表明 |f 十 g|? 过 27(|fl? 十 1g1*), 从 而 | If 十 gl?dx < co， 即 
| 二 gcLI。 车 he LI， 这 里 记 十 地 一 1( 可 以 假定 p> 1), 由 


es S54 « 


稚 尔 德尔 不 等 式 知 
| (f 十 g)hax 


二 | has 十 | ghdx 


< (flls + llells) alls, 
根据 定理 2.9.2 的 后 一 部 分 ,(2.9.4) 由 此 得 证 . 
练习 。 将 不 等 式 (2.9.4) 推 广 到 了 和 8 不 一 定 可 测 的 情形 . 
下 面 定 理 给 出 L? 的 一 个 等 价 定 义 ， 它 与 $4 中 原来 L 的 定 
定理 2.9.4， fe L? 的 充分 与 必要 条 件 是 : 对 任意 8 0, 可 
以 找到 ge C6，, 使 得 
| |f— glfadr < 8 (2.9.5) 


证 : a) 必要 性 令 因 Co) 一 Jw) 当 二 二 1)1 < 否则 
令 访 (9) 一 0， 则 天 (x) 为 可 测 ， 由 于 jj 委 | 诈 , 故 甩 E L*?。 又 
9 | 所 | 过 n7-f,1?， 所 以 同时 有 fe€ L!。 由 于 |fl? 之 1f 一 
pl 0, 祖 据 壮 贝 格 控 制 收敛 定理 ， 对 给 定 的 。 > 0， 我 们 可 以 
选 充 分 大 的 4, 使 得 

ff fdr < 
现在 ,固定 >” 并 取 gE€ Co 使 
| |f.— glax < se?/(20)°7, 
因为 知 用 max (一 2，min (n ,8)) 替 代 七 式 中 的 g， 不 导致 左 亲 增 
大 , 故 可 假定 |g| 和 wx。 于 是 | 有 一 8 过 245 从 而 
Wf — el = | 1f— slrar < er. 
现在 ,由 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 即 得 |f 一 glls 二 28， 

b) 苍 分 性 设 4 是 L? 中 处 处 不 为 堆 的 连续 函数 ， 则 由 定理 

2.9.2 后 面 的 练习 和 (2.9.5) 有 


| 14 — ghldx < ollallf — slo < llallae, 


@ $5 。 


政 4 可 积 从 而 可 测 ， 又 因 1/4 是 连续 滔 数 ,所 以 可 疯 ， 至 此 定 
理 证 毕 。 

现在 ,我 们 推广 黎 斯 一 非 省 尔 定理 (定理 2.4.10) 到 pp 之 1 的 情 
形 ， 

定理 2.9.5， 车 je ZLt, IT 和 pp 一 co, 同时 及 一 名 lj 一 0， 
当 n,m 一 co。 则 存在 fé L? 使 得 一 一 0, 当 n 一 oo%， 

证 ， 如同 定理 2.4.10 的 证 明 , 取 序列 zx4 使 


> fas — farlls < oo 
设 p 是 LL 中 的 连续 函数 , 它 处 处 不 等 于 四. 由 徐 尔 德尔 不 等 式 ， 
有 : 
3) Wa — tf < oo 
这 表明 ( 见 定理 2.4.10 的 证 明 ) lmjf 几乎 处 处 存在 ， 那 么 ， 
1 一 limfon 


几乎 处 处 存在 ,并 日 可 测 。 对 任 给 8 > 0， 我 们 可 选 N 使 
fn O— follyp < 8, 当 ?2 > NN, 


故 当 & 充 分 大 时 ， 
| 一 fnr | 2x 一 8 对 二 人 


从 而 ,根据 法 图 引 理 ， 17， 一 大 | 可 积 , 且 
| 一 fdr < 当 m > | 

可 见 fEL? 禾 一 捉 s > 0, 当 ww 一 0， 至 此 定理 证 明 完成 . 

最 后 ,我 们 引进 空间 Z“， 它 由 所 有 这 样 一 些 函数 了 组 成 ， 即 
对 每 个 了 存在 一 个 常数 C 使 |1(x)| < C 几乎 处 处 成 立 ， 确 实 存 
在 一 个 最 小 的 具有 上 述 性 质 的 常数 (作为 练习 予以 证 明 )。 我 们 定 

义 上 ls 一 这 个 最 小 的 常数 。 注意 , 霍 尔 德尔 不 等 式 对 P 一 1 和 

了 一 oo 仍然 成 立 . 

练习 。 假 定 f€ L”, 同时 je L? 对 任意 二 co , 试 证 
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ep i ii pi :一 一 


fl = tim llflls. 
p>% 


$ 10. 惑 贝 格 积 分 的 微 商 


下 面 的 勒 贝 格 定 理 对 积分 理论 在 三 角 级 数 、 调 和 贺 数 及 其 他 
许多 领域 中 的 应 用 是 很 基本 的 . 
定理 2.10.1.， 车 je Li, 则 对 几乎 所 有 的 * 
/CD = lim (m(S)) | fay, (2.10.1) 
其 中 s 记 包含 点 * 的 球 ， 除 此 之 外 ,对 几乎 所 有 的 * 我 们 有 
lim (m(S)™ | HoD ~ fw) ldy > 0. (2.10.2) 


若 f 为 连续 ， 由 中 值 定理 上 述 定理 显然 成 立 。 为 给 出 一 般 情 
形 的 证 明 ,我 们 研究 函数 


Fo) = sup(m(s))™ | flay, (2.10.3) 


其 中 S 仍然 表示 包含 点 x 的 球 . 
练习 . 证明 /是 下 方 半 连 续 函 数 , 即 f€ 六 
定理 2.10.2.” 若 je Li, 则 有 不 等 式 


m{x;f(x) > 小 < 和 | 人 ex。 (2.10.4) 


证 : 不 妨 假定 fe L!， 要 佑 计 的 是 集合 E, 一 {x; 7(x) > s} 
的 测度 。 显然 , E, 是 一 族 球 F 的 并 集 ， [fi| 在 F 的 每 一 个 球 上 的 
平均 值 >*。 我 们 将 证 明 ,可 以 在 下 中 找到 一 个 序列 St 它们 是 互 
不 相交 的 ,并 能 使 忆 CUS ,其 中 只 是 54 的 同心 球 ， 它 的 半径 是 
5S4 的 四 倍 。 由 此 得 到 

m(E,) < Sm(5S) = 4 Pm(57) 
<4 5 | | 有 az。 


由 于 54 互 不 相交 ,所 以 (2.10.4) 成 立 ， 
为 证 54 的 存在 性 ,我 们 首先 注意 : 由 于 当 SCF 时 m(5) 一 
pb SF 9 


二 | ao。 所 以 中 的 球 的 半径 是 上 方 有 界 的 。 记 此 上 界 为 R， 


并 选 S, 使 其 半径 x, > 2R1/3。 假设 互 不 相交 的 球 8 ,Si 已 
经 选 出 ,并 令 R4 是 FF 中 与 5,,… ,S41 不 相交 的 球 的 半径 的 上 界 . 
那 未 ， 我 们 在 下 中 选 半径 为 ri 的 球 S54:， 它 与 前 面 那些 球 不 相交 ， 
并 且 rw >> 2R1/3. 

假若 上 述 过 程 进行 到 某 一 有 限 & 而 告终 ， 此 时 定义 Re 一 
0. 和 否则, 我 们 得 到 一 个 无 穷 序列 {5}, 其 时 lm Ri 一 0。 由 于 
St 互 不 相交 , 故 

Em(sS) < | lid < o， 

从 而 m(St) 一 0, 这 表明 rt 和 R4 趋 于 零 . 

现在 , 设 x€ E,， 则 存在 SE F 使 x+€ S， 若 S$ 的 半径 为 +:， 则 
$ 必定 与 基 一 球 5% 相交 ,因为 不 然 的 话 ， 将 有 R 之 r+ 对 所 有 《《， 
选 4 使 S 与 SS 不 相交 ， 但 同 S 相交。 设 闪 是 St 的 中 


心 ， 则 有 
jz 一 xz 由 委 27 十 和 作 < 委 2R 十 rr < 魏 474 3 


故 re 5%, 由 此 定理 得 证 。 
通常 地 , 称 定理 2.10.2 为 哈代 Hardy) 最 大 定理 当 4 一 ! 
时 , 除 记号 之 外 ,这 就 是 通常 的 黎 斯 引 理 ， 
定理 2.10.1 的 证 明 : 设 对 。>0 
BE 一 tc lm mm) 1 一 Kelay > 时， 


则 对 任意 *e Ea |i(x)| > 。 或 者 f(x)| > s 成 立 。 因 em{x; 
|f(x)| > e} < fiadx, 故 由 定理 2.10.2 我 们 得 到 


m*(Es) < (44 十 1D)s- | lla, 
注意 ,用 f 一 8 替代 ff 不 改变 BE， 这 里 8&E C, 这 是 因为 
m(S)-! | Ig) — g(x)ldy >0, ms) —> 0, xe 35. 


现在 ,可 以 选 使 得 | If 一 gldy 随意 地 小 ; 故 有 mw*(Es) 一 0， 


2 SB ， 


PT 


i i Me 


从 而 一 J Ewx 是 一 零 集 , 并 且 在 它 的 余 集 中 (2.10.2) 成 并， 


练习 .。 试 证 定理 2.10.2 和 定理 2.10.1 在 下 述 情形 仍然 成 立 : 
把 其 中 仅仅 考虑 含 x 的 球 5 代 之 以 考虑 所 有 那样 的 可 测 集合 £， 
即 对 一 固定 常数 KK， 存 在 一 个 球 SEUix} 使 得 m(5) 和 
km(E). 

练习 .。 设 fe L! 并 假定 8 是 L! 中 有 界 和 关于 |x| 的 下 降 
限 数 , 令 g(x) 一 6 "g(x/8)。 试 让 


im | f(x — 9)gCy)dy = {C2) | gdy 


对 几乎 所 有 的 * 成 立 ， 并 证 明 左 端 函 数 是 连续 的 (提示 : 首先 考 


虑 8 具有 紧 致 支 集 的 情形 和 利用 定理 2.10.2.) 

对 于 L? 中 函数 ,现在 我 们 来 改进 定理 2.10.2 和 定理 2.10.1, 

定理 2.10.3， 若 f€EL?, 1 二 pp 二 吕 , 则 

(fil < Copllflle (2.10.5) 

其 中 C$ = 4*27p/(p 一 1). 

自然 地 ,上 述 常数 不 是 最 佳 的 。 但 是 ,通过 把 了 取 作 为 任意 非 
负 函 数 ， 我 们 可 以 看 出 ， 当 一 1 时 Cz 的 阶 是 不 可 能 再 改进 的 . 
特别 地 ,对 于 p 一 1 就 不 存在 形 如 (2.10.5) 的 不 等 式 , 其 时 仅仅 有 
弱 估 计 (2.10.4). 

定理 2.10.3 的 证 明 :; 设 E,={x;f(x) > s} 和 $(G)=m(E,). 
Fe 111, 集合 {(x,5);0 志 ss 过 |1(x)1?} 是 可 测 的 ， 将 健 比 尼 定 
理 用 于 此 集合 的 特征 函数 ,可 以 得 到 


| | 着 8ax 一 | p(s )05 一 | $s)d(s?). z 


为 估计 $(;), 我 们 令 f 二 g; 十 h, 其 中 

_ f 当 If| < s/2; 

” “lo 其 它 ， 
则 有 京 委 /2，, 并 因 关 委 训 十 有 故 玉 二 /2 于 民 、 从 而 ， 由 定 
理 2.10.2 ， 


» 9S9 。 


$ls) mir:h (x) > s/2} < 4 二) | |4, qax. 


由 此 得 到 


- 


| fifar < p | (2 | [ha ) as 


0 v 


2?(p— 1)C? | (小 sb) lads) dx 


一 C$lfllg, 

这 里 用 到 
2-r(p— 1) 1. sp-2|p, Cx) |ds 
211(x 1 
一 2 一 D | eolw = ON, 
若 | 咱 e 于 ， 作 一 函数 6 一 ?f(x)| 当 If(x)| > :/2, 否 则 G 一 
0, 则 它 作 为 (*,s) 的 函数 也 属于 1+，, 故 根据 定理 2.8.1, 积分 次 序 
的 交换 是 允许 的 ， 由 于 可 以 找到 Fe 1+ 使 F 之 1 和 
IF|far < | Ifitax + 8, 


所 以 不 等 式 一 般 地 成 立 . 
定理 2.10.4， 设 fc Lf ，1 一 < oo， 则 几乎 对 所 有 的 


Ca 一 lim (CnC0D -9 fay, (2.10.6) 
这 里 了 工 记 包 含 * 且 直 径 趋 于 零 的 区 间 . 
注意 ， 定 理 中 不 含 区 间 边 界 长 度 之 间 比 例 的 任何 条 件 ， 定 理 
当 p 一 1 和 4d > 1 时 不 成 立 . 
证 : 借助 关于 所 有 含 * 的 区 间 了 的 上 确 界 ,我 们 令 


f*(x) = sup (m(7))™ | lflay, 


若 K$ = 2?9p/(p 一 1), 则 
Fl < Kellfls, fe L?. (2.10.7) 
当 4 二 1 时 此 与 (2.10.5) 一 人 黎 。 鉴于 庆 可 以 通过 逐次 按 x,,………， 
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Xs 依次 地 施行 运算 ~ 得 到 , 所 以 一 般 地 (2.10.7) 也 成 立 (作为 练习 
仔细 证 明 一 下 )， 由 (2.10.7) 有 

dz) > s} < Kf) (2.10.8) 

现在 ,可 以 重复 定理 2.10.1 的 证 明 , 唯 一 不 同 的 是 ,用 (2 10.8) 代 替 
(2.10.4)。 我们 把 它 留 作 练 习 . 

实际 上 ， 只 要 假定 |f|(max (0, log | 有 |))”! 为 为 可 积 和 可 测 ， 

则 (2.10.6) 成 立 。( 见 齐 格 蒙 (Zygmund)， 三 角 级 数 《Trigonome- 

trical Series) If[， 第 七 章 , 第 二 节 ). 
练习 . 设 忆 是 原点 的 一 族 闭 的 、 有 界 的 凸 的 对 称 邻 域 ， 满 足 
站 5 一 {0} 以 及 对 任意 $ 和 5S'€E F 有 SC5 或 SCS。 试 证 车 


SECF 


fs L', 则 下 式 几 乎 处 处 成 立 
mS) | fr + — fe) lay 一 0， 


当 SEF 和 mm($S) -0, 
(提示 : 首先 扩张 族 互 使 F351 SS 时 恒 有 5E FF， 注 意 , 若 $6,5'E 
F,SCSW 有 及 (r+ S)N(Gx + 5S) Na, 则 x 十 SCx 十 3S。 然 
后 ,将 定理 2.10.2 推广 到 最 大 池 数 


7(z) = supm(S)-: | ex + y) Nay, ) 
SERF RY 


现在 ,我 们 利用 定理 2.10.1 和 定理 2.10.2 来 证 阴 : 统 上 的 任 
意 一 个 增 函 数 f 是 几乎 处 处 可 微 的 。 证 明 的 思路 若 沿 用 第 三 章 
的 一 般 方法 虽然 更 为 自然 ， 但 是 一 个 简短 的 直接 证 明 也 是 有 意义 
的 ， 
让 我 们 引进 f 的 下 微 商 
f(z) = lm 1(1)/m(7), 


mt(I)->0 
其 中 了 一 [xz] 是 包含 x 的 区 间 且 f(1) 一 了 (%) 一 f(*1)， 我 们 
用 felx) 记 相 应 于 Him 所 定义 的 上 微 商 ， 容 易 看 出 ，fs€ Lt 而 县 


gb) = 1 — | fd 


ss 61 。 


为 一 增 函 数 ，( 若 x* < 0, 积分 自然 地 定义 为 从 x* 到 0 的 积分 乘 以 
28™! | (1(:+ gs) 一 1 一 8EJ)di 一 1 | f(t)at 
5 28 y la 


1 人 十 26 
和 78 | f(a di, 


并 令 s 按 序列 趋 于 零 , 根 据 法 图 引 理 有 
| fd Hy fr 0) fy 一 fo， 


(这 里 自然 假定 x 二 y》), 这 表明 8 是 增 裔 数 . 
根据 定理 2.10.1, fi 的 积分 的 微 商 几乎 处 处 与 fo 相等 ， 所 以 
gu 一 0 几乎 处 处 成 立 。 我 们 将 证 明 g 的 微 商 几乎 处 处 是 零 。 为 
此 目的 只 需 证 明 : 对 任意 8s > 0， 
E = {x;gn(x) 一 0 和 g(x) > e} 
是 一 个 零 集合 。 车 5 > 0 和 x€ E, 我 们 可 以 找到 一 个 包含 * 的 
区 间 1 一 Lx1»x;] 使 得 
s(1) = 8z2(1)， 
令 G(x%) = g(X) 当 Xr GX) = g(r2) 当 x+>x 和 G =g 
于 I 内 ， 若 令 
. H(%) 一 sup G(J)/m()), 
其 中 了 是 一 个 区 间 。 把 定理 2.10.2 的 证 有 明 稍 微 修改 一 下 ， 妓 可 证 
明 : 对 任 一 增 函 数 C， 
m{xSH(x) > e} 4(G(+00)— G(—00))/s, 
因此 ,有 
m(INE)< mi{réE lI;g(x) > 6} 
mixH(x) > e} 4e(1)/s < 46m(1)/e, 
由 于 6 > 0 是 任意 的 ， 我们 得 到 : 着 XxX 为 的 特征 肖 数 ， 则 


| xCDat 在 互 内 任意 一 点 ,只 要 微 商 存在 其 微 商 必定 等 于 零 。 所 


以 EE 的 特征 毅 数 在 E 内 几乎 处 处 等 于 零 ， 这 表明 EE 为 一 零 集 ， 这 
样 ,我 们 就 证 明了 


* 右 2 是 


定 再 2.19.5。 若 ! 是 & 的 一 个 增 函 数 ， 则 也 几乎 处 处 存 
在 ,同时 大 一 个 局 褒 可 积 的 画 数 ,并 且 有 fo) 一 |，/COaeHgCe， 


其 中 8 为 一 增 函 数 和 g'(x) 几乎 处 处 等 于 零 . 

显然 邮 , g(x) 不 必 是 常数 ， 例 如 8 可 以 是 一 个 阶梯 洋 数 ， 信 
是 ,确实 存在 一 个 连续 的 堪 函 数 g, 其 微 商 几乎 处 处 等 于 零 。 下面 
是 一 个 古典 的 例子 . 

例子 .我 们 在 [10,1] 上 构造 一 个 连续 的 增 函数 。 使 得 在 康 托 
集合 C 以 外 的 地 方 8 ze) 一 0。 ( 见 定理 1.1.1 前 面 的 例子 ) 设 
0, 一 [0,1]\F,,， 则 0。 由 2" 一! 个 开 区 间 所 组 成 ,这 些 开 区 间 
是 在 构造 康 托 集合 时 为 得 到 E, 从 [0, 1] 删 掉 的 那些 。 在 0, 上 
我 们 这 样 定 义 g*: 若 x 属于 0。 中 从 左边 数 的 第 & 个 区 间 ， 则 令 
gifxz) 一 4/2?， 由 于 0,COs 和 go 是 go 在 O, 上 的 限制 ( 画 
图 ! ), 故 可 在 O 一 [0,1NC 一 UDO。 上 定义 项 数 5， 即 令 

g(x) = gn(x), 若 *€ 0,， 
此 时 有 
lg(Gx) 一 go 2", BIx—y | 3 

所 以 , 8 为 一 致 连续 并 能 按 唯 一 的 方式 连续 地 开拓 到 O 一 [0，11] 
上 。 很 明显 8 是 不 减 的 且 g(x) 一 0 当 x€0, 因 为 x€ 0, 对 所 有 
充分 大 的 ”从 而 在 zx 的 一 个 争 域 内 g 一 了 为 常数 . 
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第 三 章 ” 拉 东 - 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 


$ 1. 正 测 度 的 定义 


在 第 二 章 $ 2 已 经 指出 , 从 黎 曼 积分 到 惑 风 格 积分 的 推广 仪 
仅 依赖 连续 函数 的 黎 曼 积 分 的 一 小 部 分 性 质 ， 一 般 地 ， 设 1 一 
x(f) 是 从 C6 到 实数 的 一 个 映射 ,并 且 满 足 

(af + bg) = an(f)+ bn(g) 对 a,b ER 和 f, g€ Co, 


和 (3.1.1) 
Ap( 力 之 0 对 fe Co. (3.1.2) 

于 是 就 还 有 
(fa) >0,， 者 Ci3f,140. (3.1.3) 


事实 上 , 设 M, 为 f 的 最 大 值 ，31 理 1.2.2 表明 M。~>0 当 2 一 
co。 振 令 为 Cr 中 国 数 ,在 妨 关 0 处 其 值 为 1。 由 于 f, 志 Mf， 
从 而 0 委 pf) Mp(f) > 0 Hn- oo。 
当 f€ 1+, 与 前 面 类 似 我 们 可 以 定义 
pe*(f) 一 , Sup p(8), 


并 可 证 明 类 似 于 前 面 的 关于 上 积分 的 断言 。 对 于 一 般 池 数 f 衬 0， 
我 们 令 
4*(f) 一 ,Sup, a*(g). 

与 以 前 类 似 , 现 在 可 以 这 样 定义 关于 下 可 积 的 函数 类 7 : 落 
对 任意 8 0, 存在 ge Co 使 pw*(|f 一 g1) 一 s, 则 说 jE Ls。 当 
fe Lx 时 ,可 定义 积分 1(1) ,并 且 关 于 勒 风 格 积分 的 那些 定理 完全 
成 立 ， 注 意 ，w- 零 集合 在 很 大 的 程度 上 取决 于 5 的 选择 , 这 就 要 
求 我 们 对 于 所 有 涉及 到 零 集 合 的 定理 的 叙述 要 特别 的 个 重 . 

一 个 具有 前 面 所 述 性 质 的 泛 淫 p(f) 被 称 为 拉 东 (Radon) 正 
测度 ， 特 别 地 ,各 C 代表 的 是 Co(8), 其 中 0 是 家 :的 一 个 开 集 ， 
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那么 我 们 得 到 4 工 的 拉 东 测度 ,以 后 为 了 避免 杂 的 记 配 ， 我 们 
将 主要 地 其 感 弦 * 上 的 拉 东 测度 ， 并 且 让 读者 自己 去 验证 所 有 的 
定理 无 更 改 地 对 8 上 的 拉 东 测度 也 上 成立. 


$ 2. 一 维 情形 ， 斯 禹 尔 杰 斯 积分 


设 8 二 (a,8) 是 一 个 有 限 或 无 限 的 开 区 则 ， 我 们 将 确定 9 上 
所 有 的 正 测度 w。 令 
Hi(y) 一 1 当 y 之 + 而 Hi(y) 一 0 当 》 委 zx. 
则 有 豆 .e 1*, 并 和 且 , 对 xi;《 8, 差 日 ,一 日 :, 为 pp- 可 测 ， 它 的 上 积 
分 显然 是 有 限 的 ,从 而 它 属 于 L。 存 在 一 个 ， 并 且 除 相差 一 个 生 
数 外 只 有 一 个 函数 $, 使 得 
px) 一 中 (2) 一 MK 有 — Hr); Xx EQ. (3.2.1) 
事实 上 , 取 一 固定 x。€ 8, 若 $(xo) 一 “， 则 这 有 
bx) 一 ACE — Hi)+ C. (3.2.2) 
根据 积分 的 可 加 性 , 反 过 来 也 对 , 即 对 于 任 一 常数 值 , 函数 (3.2.2) 
满足 (3.2.1)， 
£ 为 正 这 一 事实 ((3.12) 自 然 扩 展 及 于 Lx 中 非 负 函数 ) 表明 
$ 必定 是 一 个 增 函 数 。 因 Hers《x) 个 HH,《x) 当 0, 所 以 还 是 
右 连续 的 ， 
现在 ,我 们 来 说 明 , 反 过 来 测度 4 也 能 够 通过 函数 中 重新 构造 
出 来 . 设 1 是 Co(8) 中 的 一 个 函数 , 作 8 的 一 个 剖 分 , 令 分 乓 为 zk， 
并 令 M 天 和 Mp 分 别 地 是 了 在 (x Xt1) 上 的 最 大 与 最 小 值 。 由 于 
Em Ht — Hyiy) 13M(H, 一 Hr), 
4 的 单调 性 和 定义 (3.2.1) 表 明 
Em px) — px)) Eu(f) EM RP rE) 一 中 (zk))。 
(3.2.3 ) 
现在 , 对 任意 给 定 的 2 上 的 一 个 增 函 数 $, 类 似 于 第 一 章 $ 1 
我 们 可 以 引进 黎 曼 -斯 萌 尔 杰 斯 (Stieltjes) 上 积分 与 下 积分 : 
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[fap = nfBM A B(x44) — $0)), 
| fap =— supEmal bl x4r) — $A)). 
并 按 同 样 的 方法 也 可 以 看 出 ， 当 fe Cs(0), 有 
| ee = | fas, 
同时 , 若 以 | jas 记 这 个 共同 值 , 则 1 一 | /as 是 一 个 正 测度 。 特 


别 地 , 若 几 是 根据 (3.2.1) 从 给 定 测度 上 出 发 得 到 的 , 则 由 (3.2.3) 可 
知 站 
u(f) 一 | fds. 


剩 下 我 们 要 分 析 的 就 是 什么 时 候 两 个 不 等 的 增 函数 4$ 和 确定 同 
一 测度 ,也 就 是 说 , 何 时 


| jap 一 | ag, 对 一 切 fe Co(9). 
令 二 x(xi€ 8) 并 取 一 函数 序列 如 其 中 六 于 区 间 
(= 一 二 ， 十 二 ) 内 等 于 1, 在 区 间 ( 一 全，a 十 这) 外 其 信 
为 零 , 而 在 其 余地 方 其 值 在 0 和 1 中 间 。 那 么 ,有 
oot ole) fee 


<$ (nt+ 写 )—$ 二 一 全). 
令 n> %, 由 于 不 等 式 外 侧 的 两 项 趋 于 同一 极限 值 , 故 有 
p(s + 0) — $l — 0) = lim |fad$ 
一 lim | jd = Px; + 0) OO— $x — 0), 

即 . 

中 (za 十 0) 一 出 (zi 一 0) 一 中 (xa 十 0 ) 一 中 (xi 一 0 ) = CC, 
其 中 C 是 一 个 和 常数， 从 而 ,对 任意 x《 8, 有 

p(x 0) mJr+ = $x 一 0) v(x—0)= CC. 
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1: 4 


可 见 ， 由 和 几 在 所 有 连续 点 只 相差 一 个 共同 常数 。 若 中 和 内 两 者 
都 是 右 尝 续 的 , 则 汪 一 少 = C 处 处 成 立 ， 因 此 ,我 们 证 明了 

定理 3.2.1 [F. 黎 斯 ]。 (ec, 8) 上 的 任意 正 测 度 上 是 关于 某 个 
增 函 数 由 的 斯 六 尔 杰 斯 积分 。 如 果 要 求 由 是 右 连 续 并 指定 它 在 其 
一 点 的 值 , 则 此 函数 是 由 & 所 唯一 确定 的 . 

练习 .证明 一 个 增 函数 至 多 有 可 数 多 个 不 连续 点 。( 提 示 : 证 
明 若 g>>0 则 在 每 个 紧 致 子 区 间 上 仅仅 存在 有 限 多 个 点 ， 函 数 在 
这 些 点 上 的 跃 度 二 8。 ) 

所 以 , 若 只 在 可 数 多 个 点 上 改变 一 个 增 函 数 的 定义 , 则 相应 的 
斯 蒂 尔 杰 斯 积分 保持 不 变 。 

因为 一 般 的 拉 东 调度 是 斯 项 尔 未 斯 积分 的 推广 ， 所 以 ,即便 在 


多 变数 的 情形 ,人 们 也 常常 把 (7 写成 | fa 


$ 3. 一 般 的 拉 东 测度 及 其 
正 部 与 负 部 的 分 解 


若 & 为 一 正 测度 , 则 当 f,& C。 在 某 一 固定 的 紧 致 案 玉 外 等 于 
零 ， 并 且 一 致 地 趋 于 零 时 ，p(f,) 趋 于 零 . 事实 上 ,我 们 可 以 找到 
一 个 函数 fe Ci, 使 在 K 上 f= 1。 令 Ms 一 sup 11;|1, 则 

—M,f <f, < Ml, 
同时 ,一 Msp( 了 有) 三 4(f1) 三 Msp(1)。 叉 因 当 nn 一 时 MM 一 0， 
所 以 wj。) -> 0。 基 于 这 个 原因 ,我 们 可 以 按 下 面 的 方法 推广 测度 
的 概念 . 

定义 3.3.1。 一 个 定义 在 Ce 上 的 实 值 泛 函 以 力 ， 若 满足 条 件 

plaf 十 28) = ap(f) + bp(g) 对 a, bE R 和 f,g € Co, 

且 进 一 步 还 满足 ，k(f,) 一 0 当 n 一 co， 其 中 序列 f,€ Co 在 某 一 
固定 的 紧 致 集合 外 等 于 零 , 并 且 一 致 地 趋 于 零 。 此 时 ,我 们 称 x(7) 
是 一 个 拉 东 测度 . 

一 般 拉 东 测 度 的 引进 ， 使 得 确定 测度 的 任意 线性 组 合成 为 可 
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能 : 若 上 和 ?为 拉 东 测度 而 <，2&e R, 那么 我 们 定义 测度 ap 十 
by 为 
(2 tt 657)(f) = an(f) + 5»v(f), FE Co 
定义 3.3.2， 设 上 4 和 2 为 拉 东 测度 , 若 > 一 4 为 一 正 的 拉 东 测 
度 , 即 
四 nf) v1), fe Ci, 
则 记 & 志 >. 
定理 3.3.3。 任 一 拉 东 测度 4 可 以 写成 p 一 上 di 一 p-， 其 中 
p+ 和 p” 为 正 测度 ,并 且 此 分 解 在 下 述 意义 下 是 最 小 的 , 即 对 任意 
分 解 天 一 真一 馈 ， Ws4 之 0, 均 有 扩 之 pr 和 pw 之 jp”。 而且, 这 
样 的 p+ 和 Ap- 是 唯一 确定 的 。 
证 : 首先 请 注意 , 当 我 们 要 构造 一 个 正 的 拉 东 测度 », 只 要 就 
f 宇 0 情形 确定 >( 力 , 使 得 (3.1.1) 和 (3.1.2) (以 > 代替 x) 对 非 负 
滔 数 和 纯 量 成 立 。 这 是 因为 每 一 个 Co 中立 数 都 可 以 写成 两 个 C3 
中 函数 之 差 , 所 以 我 们 还 可 以 将 v(f) 的 定义 唯一 地 开拓 到 一 般 的 
f 上 ,使 (3.1.1) 和 (3.1.2) 成 立 . 
现在 ,假定 我 们 有 一 个 分 解 pg == pi 一 pw, 其 中 p,m 0。 若 
0<gf 和 f, g《 Co， 则 得 p(8) 志 pn(8) 二 pa(1)。 这 也 就 是 
WW p(f) 之 sup (8) 一 Ap (f). 
现在 来 证 明 上 式 所 定义 的 泛 函 p+(f) 确实 满足 (3.1.1) 和 (3.1.2)， 
这 里 ， A (f) 之 1 和 np*(f, 十 f2) 之 pr(f) 十 pr (ff) f ,fs f» € Ca 
是 显然 成 立 的 .为 证 反方 向 的 不 等 式 ， 我 们 任 取 一 水 数 g€ Co。 满 
足 8g 肆 十. 设 瑟 一 min (8,f 有 ) 和 8 一 8 一 显然 81,82 EE 
Ci 而 & 筷 有。 进一步 ,我 们 有 : 
B= 8— min(g,f) = g++ max(—g,—f) 
一 max (0,8 —1) < 
这 也 就 是 说 ,对 任意 满足 8 委 妨 十 妃 的 gsg6 C3, 可 得 
Up(8) 一 np(g) + nl8) Ep (fi) + w+ (f). 
由 此 可 知 


"08 。 


人 


ei(fit fo) (fh) + pt (f,), 
可 见 pt 是 可 加 的 。 由 于 pt 的 齐 次 性 是 明显 的 ,从 而 pt 是 一 个 正 
出 度 。 现 在 ,我 们 令 
uw(f) = 4(f) — plf) = sup p(sg — 
Lag f 
一 sup (—p(h)), fé Ca， 
Dope 


则 == (一 g)+, 故 wi 也 是 一 个 正 测度 。 同 时 ,我 们 有 ww 一 一 
x ,根据 证 明 的 第 一 部 分 ,这 个 分 解 是 最 小 的 . 
我 们 称 ut 和 pg” 分 别 为 测度 4 的 正 部 和 负 部 ,而 上 的 绝对 值 
则 定义 为 测度 
(1 一 A 十 pi. 
练习 。 设 f€ Ci, 试 证 等 式 
Ixl (Ff) 一 supA(8) (g € Co) 
和 三 角 不 等 式 
lssv|a la| + 1»| 
成 立 。 
4+ 和 Ap 的 形成 是 与 前 面 经 常 作 上 广 一 max (1,0) 和 三 一 
min (一 f, 0) 完 人 类似 的 。 类 似 于 两 个 洋 数 的 最 大 与 最 小 的 公式 ， 
我 们 现在 引进 
定义 3.3.4. 设 & 和 2 为 两 个 测度 , 令 
max (pg,2) 一 (wx 十 2 十 12 一 2|)/2， 
min (ws2) 一 (4 十 2 一 12 一 2|)12。 
为 解释 上 述 定义 的 依据 ,首先 注意 
max (p27) 之 请 和 max (1,2) 之 2 
这 可 由 下 列表 示 式 推 知 
max (£9) 一 4 一 (lz 一 中 十 2 一 Ap)/12 一 (2 一 A 
另 一 方面 , 由 0 之 kp 和 o 之 2 可 知 不 等 式 o 之 max (1,»v) 成 立 。 
事实 上 , 若 记 pz 一 0 一 岂 和 v= 二 oo 一 wy， 则 pr 和 w 之 0. 又 因 
lIz 一 | 志 j 十 v'， 我 们 得 到 oo 一 max (ps, ， 2) 一 (YX 十 ?一 
Iz 一 vy )/2 之 0。 这样 ,我 们 证 得 
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定理 3.3.5， max (x, 2) 是 所 有 之 k 和 + 的 测度 中 最 小 的 那 
个 ,而 min (wz) 是 所 有 筷 4 和 2 的 测度 中 最 大 的 那个 ， 

特别 地 ,有 x? 一 max (pj,0) 和 A 一 max (一 p,0), 

定理 3.3.6， 对 任 一 测度 nw， 可 以 找到 互 为 余 集 的 Et 和 五- 
( 即 (E1)¢ 一 EE"), 使 得 E+ 对 上 是 一 零 集 而 同时 EB7 对 pt 也 为 
索 集 。 同 时 ， 还 可 以 如 此 选择 E+ 和 五", 使 它们 关于 任 一 正 测度 
是 可 测 的 . 


证 ， 取 一 连续 函数 ,使 | fdp+ < oo 并 且 几 乎 处 处 />>0. 因 


为 fe 1*, 放 有 | fdp+ 一 sup | gdn。 其 中 上 确 界 是 在 集合 {8 
ci3g 委 月 上 取 的 ， 选 一 序列 {g,}CC$, 其 中 g, 二 f 并 使 
pl(gn) > wf) 一 2 
上 式 也 可 以 写成 
(pi() 一 后 (go)) tp (gn) E27, 

由 此 看 出 ,上 式 左 端的 每 一 项 是 非 负 的 并 以 2 为 上 界 。 令 8 一 
Himgs。 因为 gs€ Co, 所 以 8 关于 任 一 正 测度 是 可 测 的 ,并 有 0<: 
8 三 f. 其 次 ,对 任意 入 ,8 二 gw 十 gw+ti 十 '…, 由 此 可 知 pn (8) 魏 
21:"N, 故 8 关 于 px 是 一 个 零 函 数 。 又 因 pt(f 一 81) 2 ”和 
lim(f 一 g,) 二 了 一 g, 极 据 法 图 31 理 ， 进 而 得 到 pt(f 一 g) 一 和 
现在 , 令 E+ 二 {x;g(%)> 0}, E77 二 (ET1)< 一 {x,g(x) 一 0}. 因 
pi (8) 一 0, 故 E* 对 yp 为 一 零 集 。 最 后 , 注意 在 E 上 ff 一 g 一 
10, 而 1 一 8 关于 ki! 是 一 零 集 , 所 以 E7 对 后 为 零 集 . 至 此 定 
理 证 毕 . 

定理 3.3.7.。 设 & 和 > 是 两 个 拉 东 测度 ， 则 下 列 条 件 是 等 价 
的 : 

(1) min (lg|,|»|) = 0; 

(2) 存在 两 个 互 余 的 集合 E* 和 E”, 它们 分 别 地 关于 121 和 
ix| 为 零 集 . 

证 : 自然 地 ， 假 定 4 和 > 为 正 测 度 也 就 够 了 。 首先 假定 
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min (gg,») 二 0, 这 也 就 是 滴 , jg 一 vz 二 jp 十 v。 令 p= 二 4 一 1， 
此 时 p+ 二 pg 而 67 二 2, 根据 定理 3.3.6 即 知 (2) 成 立 。 现在 ,假设 
条 件 (2) 成 立 , 令 c 二 min (pp,v). 因 o 三 pg 和 EE? 对 4 为 零 集 , 履 
BF" 对 0 也 是 一 个 零 集 ,由 于 o 筷 vv, 所 以 E* 对 o 为 零 集 。 这 样 一 
来 ,整个 空间 对 c 为 零 集 ,所 以 c 为 零 测 度 ， 

定义 3.3.8。 假如 定理 3.3.7 中 的 等 价 条 件 之 一 成 立 ， 则 说 & 
和 ” 互 为 奇异 的 .( 在 古典 术语 中 , 称 其 中 之 一 关于 另 一 个 是 奇异 
的 ,但 这 个 术语 没有 表示 出 这 种 关系 是 对 称 的 .) 


$4. 一 维 情 形 


为 用 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 去 描述 一 般 的 拉 东 测度 ， 如 象 $ 2 中 描 
述 拉 东 正 测度 那样 ,我 们 需要 一 个 新 的 概念 . 

定义 3.4.1。 一 个 定义 在 区 间 (a, 8) 上 的 函数 , 若 对 于 每 
个 紧 致 子 区 间 [e, 2] 存在 一 个 常数 六 ,使 得 

3 [9 (x1) 一 中 (zk 和 下 

其 中 A 一 Xi 二 二 < 呈 X, 一 5 是 [a,2] 的 任 一 前 分 ， 则 说 中 
是 一 个 局 部 有 界 变 差 函数 ， 并 称 使 上 述 不 等 式 成 立 的 最 小 常数 叫 
做 $ 在 [a,6] 上 的 全 变 差 ， 

定理 3.4.2。 任 一 有 界 变 差 函 数 $ 可 以 写成 $ = $+ 一 $-， 
其 中 $+ 和 $$- 为 增 函 数 。 反之 , 每 个 这 样 的 差 也 是 一 个 有 界 变 差 
函数 。 若 4 为 右 连 续 , 则 函数 $+ 和 4$- 可 以 选 成 为 右 连 续 的 ， 

只 要 在 一 个 区 间 [a，28] 上 讨论 就 够 了 。 若 7 是 一 个 实 

数 ， 象 通常 那样 令 六 = max (r+,0) 和 ?7 二 max (一 +,0)。 假定 
gb(a) 一 0 并 对 xE [a,5] 令 


n—1 


$b" (x) 一 sup Dy (Prir) — $xa))+ 


$0) -sup (br 一 和 xD)- 


* yl ee 


| ar i 


D(x) = SUb >, | pb (xar) 一 中 (zx)| 


其 中 上 确 界 是 对 所 有 有 限 点 列 4 = 二 x 二 …: 二 x 一 *+ 取 的 。 根 
据 定 义 3.4.1 中 的 假定 和 条件, 上面 三 个 上 确 界 均 为 有 限 并 且 显 然 是 
关于 zx 的 增 函数， 同样 明显 的 是 : 若是 a 处 为 零 的 两 个 增 函 数 
之 差 , 则 这 两 个 增 了 污 数 必定 分 别 地 之 $1 和 $9”。 那 么 ， 现 在 的 问 
题 就 是 要 证 明 上 一 $+ 一 $-, 同时 还 将 证 明 @B 一 $+ 十 $-. 

对 于 任意 数 *, 因 + 一 ++ 一 r+ 和 1|+| 一 ++ 十 + 成立 , 故 有 


$x) 一 $b(a) 十 Y， (P(xRt1) 一 px)) 


— (g(rnn) — $i)). 


我 们 以 $+(x) 作为 右 端的 估计 ， 然 后 再 取 左 冉 的 上 确 界 ， 由 此 得 
$x) 一 由 (a) + $x) < $+(x). 一 方面 如果 从 用 $(%) 一 
$(a) 十 $8-(x) 出 发 估计 左 端 ,我 们 又 可 得 到 反方 向 的 不 等 式 。 由 
于 由 (e) 一 0, 故 有 由 (xz) 二 $+(x) 一 $9-(x). 关于 B= $1 十 $7 
的 证 明 可 以 类 似 地 进行 ， 只 需 注 意 到 定义 中 庄 量 不 随 剖 分 的 加 密 
而 减 小 . 

由 于 已 经 知道 分 解 由 一 $+ 一 由 是 最 小 的 ,所 以 不 可 能 出 现 
$+ 和 -两 个 都 在 某 个 点 有 一 右 的 正 跃 度 。 因 为 , 如若 不 然 , 由 篇 
单 地 从 两 者 同时 去 掉 那 个 最 小 的 跃 度 ， 人 们 势必 得 到 一 个 由 更 小 
的 $+ 和 4$- 作成 的 分 解 。 若 上 为 右 连 续 , 那么, $+ 和 由- 处 处 有 
同样 的 右 间 上 断 , 因 此 它们 为 右 连续 ， 

设 $ 为 一 有 界 变 差 函 数 。 那 么 ,如 同 % 为 增 函数 时 那样 ,一 个 
函数 fe Co 关于 中 的 斯 带 尔 杰 斯 积分 就 定义 为 


fap = lim SE (Bx44) 一 “xD)， 


其 中 Ex 是 (XE, KR) 中 的 任意 一 个 点 ,并 且 庆 分 的 细密 度 趋 于 零 . 
上 述 极限 之 所 以 存在 ,是 由 于 了 可 以 表示 成 两 个 增 函 数 之 差 , 而 对 
于 增 函 数 先前 已 经 证 明 上 述 极 限 是 存在 的 (同时 ,一 个 直接 的 证 明 
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也 不 难得 到 ,只 要 注意 到 笋 曼 - 斯 蒂 尔 赤 斯 和 的 绝对 值 不 超过 史 的 
全 变 差 乘 以 | 的 最 大 值 )。 现 在 ,根据 定理 3.4.2, 每 个 一 般 的 斯 
蒂 尔 杰 斯 积分 是 二 个 关于 增 函 数 的 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 之 差 ,并 且 , 反 
之 亦 然 。 从 而 ,一 维 的 一 般 拉 东 测度 可 以 等 同 于 关于 一 有 界 变 差 
函数 的 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 

练习 。 设 有 界 变 差 函 数 4$ 定 义 测度 p, 则 定理 3.4.2 证 明 中 引 
进 的 函数 好 ,由 和 多 定义 测度 w+，p 和 | ol， 


$5. 以 4 为 基 的 测度 


车 4“ 为 一 正 测度 ,类 似 于 第 二 章 $ 5， 我 们 可 以 定义 ; 一 个 函 
数 g, 震 它 在 每 一 紧 致 集合 上 是 4 可 积 的 , 或 等 价 地 若 大 E Li 对 
任意 f€ Co， 则 称 8 为 & 局 部 可 积 的 . 

定义 3.5.1。 大 上 为 一 正 测度 而 8 是 局 部 4 可 积 的 ， 则 用 gu 
记 测 度 
0f) — plfg) 一 | fadn, fe Cu 
并 把 它 叫 做 测度 & 与 函数 的 乘积 。 任意 一 个 这 样 的 测度 被 称 为 
以 上 为 基 的 测度 (经 典 的 术语 是 : 关于 & 绝 对 连续 。 与 定理 3.6.5 
比较 ). 
为 说 明定 义 的 合理 性 ,我 们 注意 ,着 在 紧 致 集 K 之 外 f 一 0, 则 


上 120 1 < sup 1 | ,1g1ap， 所 以 测度 的 连续 性 得 到 满足 。 其 次 ， 


线性 性 质 是 显然 的 ， 
定理 3.5.2。 设 8 之 0 为 局 部 pp- 可 积 。 则 fe Ls&4 的 充分 必 
要 条 件 是 fg € Ls 《我 们 假定 0.50 一 0). 并 且 , 我 们 有 
(gx)(f) = Ag) 
首先 ,我 们 证 明 一 个 辅助 引 理 ， 
引 理 3.5.3。 和 首 8 宇 0 是 局 部 pj- 可 积 , 划 对 任意 1 宇 0， 
(gx) (1) = x* (18). (3.5.1) 
证 ， 由 gx 的 定义 ， 石 f€ Co, 则 (3.5.1) 成 立 。 者 tf 和 
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(3.5.1) 对 所 有 fs 成 立 , 那 么 , 由 定理 2.2.2, (3.5.1) 对 极限 函数 f 
亦 成 立 (注意 ， 在 1 了 一 co 和 8g 一 0, 这 里 规定 fg 一 0)。 由 此 即 知 
当 fe€ 1? 时 (3.5.1) 成 立 。 因 为 存在 一 个 序列 h,€ C3, 它 上 升 地 趋 
于 ceo， 从 而 7h.f 人 和 1, 所 以 只 需 对 能 被 cf 中 某 个 函数 控制 的 地 证 
明 (3.5.1) 就 足够 了 . 
大 ff 宇 0 且 fFeI+, 则 
p"(f8) 委 Ap CE5) =— (gp)*(F), 
故 有 
we*(fe) < (gn)*(f). (3.5.2) 
为 证 男 一 反方 向 的 不 等 式 , 我 们 任 取 一 水 数 HE I? 满足 日 之 
jg.。 令 F 一 Hjg 当 g 六 0 和 令 一 00 当 g 一 0. 则 有 fF 和 
gF 过 H。 此 外 ,F 关 于 4 可 测 。 如 果 我 们 证 明了 (3.5.1) 对 p- 可 
测 函 数 了 成立 的 话 , 那 么 将 有 
(gp) (ff) < (gn) (FF) < pu*(H). 
由 右 端 对 互 取 下 确 界 ,见得 一 个 与 (3.5.2) 方 向 相反 的 不 等 式 . 
现在 剩 下 的 就 是 证 明 当 f 可 测 并 且 ff 和 he C。 时 (3.5.1) 成 
立 。 根 据 定 理 2.4.6, 我 们 可 以 找到 一 个 序列 六 6 1+ ,使 在 一 个 p- 
零 集 之 外 f,Jyf, 并 且 我 们 自然 可 以 假定 户 委 8。 对 所 有 因为 
Ll 38 刀 和 二 86e7L， 于 是 根据 勒 贝 格 定理 有 
《8g&) 门 < (gp) (fs) = p* (gs) —> pl gf). 
此 不 等 式 是 与 (3.5.2) 的 方向 相反 的 。 从 而 (3.5.1) 得 证 . 
定理 3.5.2 的 证 明 : 由 (3.5.1)， 特别 地 有 : 一 个 集合 互 关 于 
8 为 雯 集 的 充分 必要 条 件 是 关于 测度 上 在 互 上 几乎 处 处 8 一 0: 
因此 ,根据 定理 2.6.6, 一 个 集合 E 关 于 gu 为 可 测 的 充分 与 必要 条 
件 是 EN{x;g(x) 六 0} 关于 & 为 可 测 的 。 这 也 就 是 说 , f 关于 gu 
可 测 的 充分 与 必要 条 件 是 函数 : 
f(x) 当 g(x) 天 03; . 
hg) 0 
为 p- 可 测 , 亦 即 fg 为 pw- 可 测 。 现 在 , 由 引 理 3.5.3 和 定理 2.5.2， 
就 知 定理 3.5.2 成 立 。 : 
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以 后 我 们 还 需要 下 述 简 单 结果 . 
定理 3.5.4.。 车 天 和 > 为 正 测度 , 则 有 LiNM Li 一 Li+y, 并 且 


(gt 2)(N) = p(f) + >， FE Let, (3.5.3) 
证 : 对 任意 之 0， 有 
(pg +7)*(f) = p*() + »*(). (3.5.4) 


若 fe C$,， 上 式 就 是 4 十» 的 定义 ,由 此 知 (3.5.4) 对 fe 1? 成 立 . 
至 一 般 函 数 的 推广 留 作 练习 。 特 别 地 ， 一 个 集合 关于 & 十 bv 为 零 
集 的 充分 与 必要 条 件 是 它 关 于 4 和 > 两 者 篆 为 零 集 。 借助 于 定理 
2.6.6， 由 此 我 们 得 知 : ”一 个 水 数 为 《p 十 站 -可 测 的 充 要 条 件 是 
它 既 是 ue- 可 测 同时 也 是 v- 可 测 。 并 且 , 根 据 (3.5.4) 和 定理 2.5.2， 
ZL 一 也 人工 成立. 同时 ,(3.5.3) 是 必定 满足 的 ,因为 它 对 f€ 
C。 成 立 . 

现在 我 们 来 研究 $ 3 中 所 定义 的 运算 在 以 上 4 为 基 的 测度 上 是 
如 何 实行 的 ， 

定理 3.5.5。 若 8 为 局 部 4 可 积 , 则 有 (gp) ”一 8 ga- 一 
gp lgxl 一 |gln。 

证 : 令 gtp 一 v 和 84 一世 并 引进 Et+ 一 {x;g(x) 之 0}， 
E7 一 {x;g(x) < 0}。 这 两 个 集合 互 为 余 集 ,并 且 由 定理 3.5.2 可 
知 , E+ 关于 », 是 零 集 而 E” 则 关于 vv 为 零 集 ， 于 是 ， 根 据 定理 
3.3.7， 有 min (v1,»2) 一 0， 亦 即 12 一 22| = D1 十 22， 这 也 束 是 
说 ，( 人 (一 2 一 2 和 (一 力 ) 一 力 。 由 于 一 外 一 8， 
故 定理 得 证 . 

定理 3.5.6. 测度 gp 是 零 的 充分 与 必要 条 件 是 |8g| 为 一 个 
A- 零 六 数 . 

证 : 充分 性 是 显然 的 。 现 设 ga 为 零 测度 。 此 时 , |glp 一 
iga| 一 0。 这 也 就 是 说 , 1 关于 |gipx 是 可 积 的 且 其 积分 值 为 零 . 
这 样 一 来 , 根据 定理 3.5.2, 1g| 关于 & 也 是 可 积 的 ,同时 以 零 为 积 
分 值 ,由 此 定理 得 证 . 

定理 3.5.7.。 若 0 委 g,1g, 且 所 有 g, 为 局 部 pw 可 积 积 gap 安 
>， 对 某 一 > 和 所 有 #， 则 8 为 局 部 wk- 可 积 。 
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证 : 设 0 委 fc 则 fg。 上 升 地 趋 于 fg 并 目 pl(fg8;,) 一 
(gr1)(f) 三 wv( 有 站 ， 这 就 说 明 fg 属于 Lh, 由 此 定理 得 证 


§$6. 勒 贝 格 分 解 , 勒 贝 格 - 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 


我 们 来 证 明 下 述 勒 贝 格 的 定理 . : 
定理 3.6.1。 设 “为 一 正 测度 。 则 任 一 测度 » 可 按 唯一 的 方 


式 写 成 
> 一 8&U 十 TD， 


其 中 8 为 局 部 w- 可 积 而 y 是 和 45 互 为 奇异 的 的 测度 。 若 > 是 正 
的 , 则 gp 和 vw 也 是 正 的 . 

证 : 只 要 证 明 gy 十 v 一 0 草 含 gw 和 vw 是 零 ， 那么 唯一 性 
为 真 。 根据 定理 3.3.7 我 们 知道 ， 存 在 互 余 的 两 个 集合 E, 和 E,， 
使 E, 关 于 |» | 为 零 集 而 ;关于 5 为 零 集 ， 则 EE, 关于 gw 一 
lv | 也 是 零 集 ， 从 而 整个 空间 是 一 个 1v'|- 零 集 。 这 也 就 是 说 ， 
2 一 0, 故 唯一 性 得 证 . 

为 证 存在 性 只 要 考虑 正 测度 » 就 可 以 了 。 我 们 需要 基 些 辅助 
引 | 理 ， 

引 理 3.6.2。 若 上 和 ，* 为 正 测度 ， 则 在 所 有 以 2 为 基 的 并 且 
委 ?的 测度 中 可 以 找 出 一 个 最 大 的 ， 

证 : 作 一 个 处 处 为 正 的 连续 函数 f, 使 了 为 v- 可 积 . 令 C 一 
sup(gp) (1) ,这 里 8 为 pg- 可 积 并 且 0 过 gp 志 v。 我 们 将 证 明 此 


上 确 界 可 以 达到 ， 为 此 我 们 取 一 序列 g,， 使 0 志 gkx 硅 v 和 
(gs1)(1) 一 G。 因为 序列 g。 可 以 用 序列 max (gi,*…*，8s) 去 替 
代 , 所 以 我 们 可 以 假定 序列 8g。 是 递增 的 。 根据 定理 3.5.7， 极 限 
8 一 jimg。 是 一 个 局 部 pr- 可 积 函 数 ， 并 且 有 (gr) (有) 之 
(gx) (1) 一 G， 因 而 (sa)( 力 一 G 成立。 

现在 , 令 4 是 一 个 任意 的 w- 可 积 函 数 , 使 得 hx 志 v, 我 们 来 证 
明 hp#r 委 gp。 这 里 ， 我 们 可 以 假定 8 委 4， 因 为 如 车 不 然 ， 根 据 
(max (4,8)) 4 一 max (hg, gp1) 委 2>， 我 们 可 以 用 max (%,8) 代替 
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现在 ,根据 G 的 定义 我 们 有 
(hf) EG = (gk) (1), 
亦 即 KE 一 8)f) 一 0。 因为 (4 一 g) 全 0 和 处 处 有 1 > 0, 故 知 
有 一 8 是 一 个 &- 零 函数, 亦 即 hp 一 gn, 由 此 引 理 得 证 . 

8 的 最 大 性 也 可 以 这 样 陈述 : 若 » 一 gp 十 vv 则 y 守 0, 并 
且 若 一 个 以 4 为 基 的 正 测 度 三 v 则 此 测度 必定 是 零 。 关于 定理 
3.6.1 的 证 明 , 剩 下 的 事 就 是 要 证 明 > 和 是 互 为 译 异 的 了 . 

引 理 3.6.3， 设 0 委 ” 迁 4 并 假定 v0。 则 存在 一 个 以 2 
为 基 的 正 测度 , 它 和 0 并 且 委 > 

证 ;可 以 找到 一 个 正 数 1 0, 使 2- 珍 委 0 不 成 这， 因 若 不 
然 ; 则 ?> 委 i 对 任意 :> 0 成立 ,这 将 表明 > 委 0, 也 就 是 说 > 一 
0。 对 于 上 述 i, 根据 定理 3.3.6, 可 以 作出 两 个 测度 (> 一 tiw)+ 和 
(2 一 14) ”以 及 由 互 余 集合 B+ 和 五 - 组 成 的 空间 的 一 个 剖 分 . 这 
就 意味 着 在 某 种 意义 下 > > tw 于 E+ 上 ， 因 而 促使 我 们 引入 E? 
的 特征 函数 X 并 往 证 

a) ixp Ey; b) ixn < 0, 

这 样 就 完成 了 引 理 的 证 明 ， 按 我 们 现 有 的 记号 ,定理 3.3.6 表明 

Xvy—ip) =0, (1 —Xx)v 一 420)+ 一 0。 (3.6.1) 
将 等 式 

Yip pin) =»—itp 

两 端 腰 以 X, 由 (3.6.1) 于 是 就 得 到 

0 < Xv ip)T = Xy 一 以 < 魏 2 一 大， 
所 以 断言 *) 为 真 ， 为 证 5), 我 们 只 要 注意 ; 根据 假定 wx "所 
以 (3.6.1) 表 明 

Xp 之 Xi 之 Xp 一 4)+ 一 (2 一 2p+ 冯 0. 

引 理 3.6.4.。 设 上 和 ?2 为 正 测度 。 若 min (pn, >) 关 0, 亦 即 若 
上 和 ?> 不 是 互 为 再 异 的 , 则 存在 一 个 以 8 为 基 的 正 测度 , 它 和 关 0 并 
且 委 > 

证 : 令 yi 于 min (p,2), 则 0 埃 坊 夺 pp。 从 而 ， 我 们 可 以 代 
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v 以 v1 去 应 用 前 面 的 引 理 。 由 于 每 个 所 5 的 测度 同时 也 委 >。 
故 3| 理 成 立 ， 

定理 3.6.1 证 明 的 结尾 : ”在 引 理 3.6.2 之 后 ， 我 们 已 经 确立 : 
一 个 正 测 度 > 可 以 写成 == gx 十 v ,其 中 > 之 0, 并 且 不 存在 以 
& 为 基 的 非 零 正 测度 被 ”所 控制 。 因而 ， 根 据 引 理 3.6.4, 可 尖 
min (y ,Ap) 一 0。 亦 即 & 和 vw 是 互 为 奇异 的 。 至 此 定理 证 毕 . 

定理 3.6.5 [ 勒 贝 格 - 拉 东 - 尼 科 迪 姆 ]。 设 4 和 2 是 两 个 正 测 
度 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

4) 2 是 一 个 以 & 为 基 的 测度 、 

bp) 每 个 p- 零 集 也 是 一 个 >- 零 集 . 

证 : 由 定理 3.5.2 知 , a) 蕴含 2)。 为 证 25) 蕴含 a), 我 们 取 
2 的 勒 贝 格 分 解 
y= gp 二 vv, 
其 中 vv 是 和 4& 互 为 奇异 的 。 因 v' 委 >， 故 每 个 2- 零 集 也 是 一 个 
2 - 零 集 .现在 ,4 和 >， 是 互 为 奇异 的 假定 表明 , 存在 一 个 由 两 个 
互 余 集 组 成 的 空间 的 剖 分 ， 其 中 之 一 是 >- 零 集 而 另 一 个 是 pk- 零 
集 。 然 而 ,由 5) 知 每 个 p- 零 集 是 一 个 vy- 零 集 ,从 而 也 是 > - 零 集 . 
由 此 可 知 ,整个 空间 为 vz- 零 集 , 这 表 朋 » 一 0, 

推论 3.6.6。 若 0 委 ， 委 p, 则 > 是 一 个 以 4 为 基 的 测度 ， 并 
有 2 一 84p， 其 中 0 委 g8 委 1. 

证 : 由 定理 3.6.5, 第 一 个 论断 为 真 。 又 若 ， 一 gx， 则 我 们 
有 (1 一 g)k 之 0, 改 (1 一 g)” 是 一 个 零 函 数 , 也 就 是 说 g 志 1 
几乎 处 处 成 立 。 

注意 ,推论 3.6.6 改进 了 引 理 :3.6.3. 

练习 1 设 r 和 vw 是 两 个 任意 的 正 测 度 ， 试 证 可 以 找到 一 个 
正 测度 4, 使 上 和 > 均 以 :为 基 .。 推广 结果 到 可 数 多 个 给 定 正 测 
度 情 形 . 

练习 2. 利用 练习 1 去 说 明 ; ”对 任意 正 测度 ££ 和 » ,人 们 可 
以 定义 测度 (zw)3 和 (pe 十 了， 等 等 。 (它们 可 以 用 来 定义 一 
个 可 求 长 曲线 的 弧 长 ， 即 曲线 R31 一 x(1)€ R*， 其 中 所 有 坐标 
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xi(1) 为 有 界 变 差 涵 数 ， 令 dc 一 ( 驯 ( dx 六 ,那么 | pli) dc 人 


是 下 数 史 在 曲线 上 关于 弧 长 的 积分 . ) 

在 通常 的 勒 贝 格 分 解 中 ， 人 们 将 定理 3.6.1 中 的 测度 > 进 一 
步 地 分 解 成 一 个 “不 连续 的 ”和 一 个 “连续 的 ”部 分 。 在 布 巴 基 的 术 
语 中 ,这 变 成 下 面 的 

定义 3.6.7。 一 个 测度 vs， 攻 每 个 点 (从 而 每 个 可 数 集 ) 关于 
lz| 是 一 个 零 集 , 则 称 之 为 弥散 的 .一 个 测度 vz, 若 存 在 一 个 可 数 
集 ,其 余 集 关 于 >“ 是 零 集 , 此 时 称 > 为 原子 的 . 

显然 地 ,一 个 弥散 的 测度 同一 个 原子 的 测度 总 是 互 为 奇异 
的 . 

定理 3.6.8. 任意 一 个 测度 # 均 可 按 唯一 的 方式 写成 

一 Pa 十 名 

其 中 和 是 弥散 的 而 名 为 原子 的 

证 : 唯一 性 可 由 两 个 分 量 p 和 必 是 互 为 奇异 的 妥 求 推出 (与 
定理 3.6.1 中 唯一 性 的 证 明 比较 )。 为 证 明 存 在 性 ， 我 们 可 以 假定 
gk 之 0。 使 wa) s 盖 0 的 点 z 的 集合 是 可 数 的 ; 因 若 s > 0, 则 
在 每 个 紧 致 集中 仅仅 存在 有 限 多 个 点 : 使 得 kt) > s。 将 这 
些 点 排 成 一 个 序列 1,, 并 令 

ta(f) = Zp({i))f(t), 对 f€é C$. 

由 于 此 级 数 的 部 分 和 委 p(f)，、 所 以 它 是 收 化 的 ,并 且 其 和 显然 定 
义 一 个 测度 。 我 们 令 pn 一 一 wm， 于 是 w 之 0， 并且 每 一 点 关 
于 m 为 零 集 , 这 是 由 于 关于 & 为 零 集 的 点 关于 po 是 一 个 零 集 , 同 
时 点 1s 依 其 定义 关于 pn 也 是 零 集 。 这 就 证 明了 pu 是 弥散 的 . 

综合 定理 3.6.1. 和 定理 3.6.8, 得 如 下 结论 : 

定理 3.6.9.。 设 上 为 一 弥散 测度 。 则 每 一 测度 > 可 以 唯一 地 
表示 成 

2 一 SU 二 2 十 2 ， 

其 中 8 是 局 部 -可 积 的 , >” 是 弥散 的 且 同 上 4 互 为 奇异 ,而 > 是 原 
子 的 ( 故 也 同 4 互 为 奇异 )。 
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$7. 二 上 的 连续 线性 泛 画 


所 谓 L? 上 的 一 个 连续 线性 泛 了 区 ,是 指 一 个 线性 水 数 
L?3/—0( 有 站 € 雹 
它 具 有 性 质 ， 若 按 L? 范 数 1 一 2, 即 lf 一 glls -> 0, 则 有 90(f,) 一 > 
9(g)。 它 的 线性 性 质 的 含义 是 
O(af + bg8) = a0({) + 620(g8); a,b€E RHR, 1,ge Lt, 
而 连续 性 则 等 价 于 :存在 一 个 常数 C， 使 
I9(D1 cllls, fe L?, 
这 个 条 件 的 充分 性 是 显而易见 的 ,同时 , 留 作 练 习 请 读者 证 明 连 续 
性 的 定义 本 身 就 蕴含 上 述 不 等 式 。 不等式 中 那个 可 能 的 最 小 第 数 
C HH 做 该 线性 泛 函 的 范 数 ， 
定理 3.7.1。 若 9 是 L? 上 的 一 个 连续 线性 沁 函 数 , 1 委 上 一 
co , 则 存在 一 个 水 数 gE L*， 其 中 1/p 十 1/4g 二 1, 使 得 


oD) = |fgdp, 1ez (3.7.1) 


这 个 线性 泛 函 的 范 数 就 等 于 ligll. 

(3.7.1) 的 右 端 是 L? 上 的 一 个 以 ligl 为 范 数 的 线性 泛 函 数 ， 
这 点 可 由 霍 尔 德尔 不 等 式 及 其 逆 〔( 在 第 二 章 $9 证 明 过 ) 得 以 证 
明 . 

定理 的 证 明 : 两 个 L?+ 上 的 连续 泛 函 , 若 对 所 有 f€ Ct 是 等 同 
的 , 则 由 于 每 个 je L? 可 以 用 Ce 中 函数 按 L? 的 范 数 去 逼近 ， 故 
这 两 个 泛 函 为 恒 等 。 这 也 就 是 说 ， 为 证 定理 只 需 证 明 : 可 以 找到 
一 个 函数 g , 使 (3.7.1) 对 fe C6 成 立 就 足够 了 。 因此, 我们 考 感 6 
在 Cs 上 的 限制 并 把 它 记 作 >。 由 于 

1» D1 < Clflls, fe Co, 
所 以 > 是 一 个 拉 东 - -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 ， 因 若 取 一 序列 刀 ， 它 在 一 
固定 的 紧 致 集 外 为 零 并 且 一 致 地 趋向 于 零 , 那 么 ,显然 地 有 
lj 一 0。 


同时 ,由 y+ 和 2 的 定义 ,我 们 得 到 
» (ff) Ch, v7 (Ff) < Clfls, fe ci, 
根据 对 称 性 ,在 以 下 的 讨论 中 只 要 讨论 v7 就 够 了 。 我 们 有 
{fat < cl() fran)”, f>0. 


事实 上 ,已 知 此 不 等 式 对 fk C$ 成 立 , 而 这 就 表明 对 f€ 1* 从 而 对 
所 有 1 之 0 它 也 成 立 。 因 此 , 任 一 ~- 零 集 是 v*- 零 集 。 从 而 ， 由 
定理 3.6.5 有 v* 一 g+p 对 基 个 局 部 p- 可 积 g*+。 现在 剩 下 的 就 是 
证 明 gs+《 工 。 为 此 ， 我 们 取 一 连续 的 正 函 数 46 L?, 并 令 g， 一 
inf (gt,n8)。 则 有 gn€ LI 和 gs 个 8g7? 当 nw 一 0。 由 于 Brp 竺 v1， 
故 


| ze。 dn < Clfls, 0O<feL?. 


根据 稚 尔 德尔 不 等 式 的 逆 ( 定 理 2.9.2), 于 是 对 任意 + 有 
le < ©. 
令 a 一 co 得 对 e L', 由 此 定理 得 证 . 


$ 8. 十 典 情形 的 勒 贝 格 分 解 


这 里 ， 我 们 将 在 & 为 勒 贝 格 测度 的 情形 下 进一步 讨论 定理 
3.6.1。 也 就 是 说 , 设 > 是 任意 一 个 测度 并 考虑 分 解 
2 一 gz 十 2 ， 
其 中 >” 关于 & 是 互 为 奇异 的 。 我 们 来 建立 这 个 分 解 与 第 二 章 $10 
中 所 讨论 的 多 重 积 分 的 微 商 之 间 的 联系 。 
定理 3.8.1。 对 几乎 所 有 的 *, 有 


s(x) 一 ,lim (AS) 7 | dD ， 


其 中 $s 代 宕 包含 * 的 球 . 

对 于 2 的 以 6 为 基 的 那 部 分 ,上 述 结 论 是 已 知 的 。 所 以 ,问题 
就 是 要 证 明 一 个 奇异 测度 (与 勒 风 格 测度 互 为 奇异 的 测度 ) 的 微 商 
存在 ,并 且 几 乎 处 处 等 于 零 。 


EP A nh 


首先 注意 , 若 > 是 一 个 任意 的 正 测 度 , 则 有 和 定理 2.10.2 相当 
的 论断 成 并 ,证 明 不 需要 任何 改变 。 也 就 是 说 ,着 令 


(x) 一 sup (m5) dy, 
则 有 


nix:iS(r) > ss} 志 和 v*(1)., 


现在 假定 > 和 4 是 互 为 奇异 的 , 则 存在 R” 的 一 个 由 两 个 互 余 集合 
E, 和 E, 组 成 的 剖 分 ,使 得 

nn(E) = 0, v(E,) = 0. 
若 0O 为 包含 E; 的 一 个 开 集 ,并且 >(0) < %, 我 们 令 v6 = rov. 
因为 v(E;) 一 0， 故 可 选 0, 使 vo(1) 一 2(0) 为 任意 小 。 现 在 
我 们 有 


adxz3 入 (xz) >> ;s} ~ nl1). 


各 M, 代表 所 有 使 
天 (p(s) ao>， 


HS)—0 ,XES 


成 立 的 * 的 集合 ， 则 集合 村 ,站 Es 合 于 OO 之 中 ， 从 而 在 此 集合 上 
ju.(x) 盖 s。 由 于 E, 是 一 个 wu- 零 集 ,所 以 我 们 有 


py = eM NE) < 委 pyfx 2 为 (xz) > ss} vl). 


因 0 可 以 选 得 使 上 式 右 濡 任意 地 小 , 故 对 任意 *> 0 而 言 M, 必 
定 为 零 集 ,由 此 定理 3.8.1 得 证 . 
特别 地 ,在 一 维 情形 定理 3.8.1 告诉 我 们 ( 见 定 理 2.10.5): 
定理 3.8.2. 若 风 为 一 有 界 变 差 函数 ， 则 它 的 微 商 由 (xz) 几 
乎 处 处 存在 ,并 且 它 是 一 个 关于 勤 贝 格 测度 的 局 部 可 积 函 数 。 
练习 . 试 证 
im (SO 1a 一 aaul = lg(x)—al 


HOS)>0 ,XES 
对 几乎 所 有 的 * 和 任 一 实数 a 成立， 考察 a 一 g(x*x) 的 情形 . 
练习 。 设 he L”NL! 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 令 h 一 6 "h(x/ 


se B24 


z)，、E > 0。 试 证 
fm | 和 (ze 一 四 dv()) 一 g(x) | 427， 对 几乎 所 有 >， 


总 = 内 


其 中 ， 和 &g 的 含义 与 定理 3.8.1 中 所 述 相同 。 
练习 、。 按 第 二 章 $ 10 结尾 中 的 方法 , 直接 证 明 
g(r) = lim a(s)7 | dy 


ut)=»0,xXES 


几乎 处 处 存在 .在 4 为 勒 幢 格 测度 的 情形 下 ,这 给 出 定理 3.8.1 的 
另外 一 个 推 证 ， 


$ 9. 各 种 各 样 的 推广 


至 此 ,我 们 仅仅 讨论 了 实 值 函 数 的 积分 。 但 是 ,把 积分 的 定义 
推广 到 在 任何 一 个 巴 拿 赫 《Banach) 空间 8B 中 取 值 的 函数 并 没有 
任何 困难 .首先 , 当 f 属于 集合 Co( 统 *, 8)， 即 在 B 中 取 值 的 其 
有 紧 致 支 集 的 连续 函数 的 集合 ,利用 了 的 一 致 连续 性 ,通过 黎 曼 积 


分 和 我 们 就 可 以 定义 | f dn。 接着 可 以 将 L! 定义 为 在 B 中 取 值 


1 
a 


的 那样 一 些 函 数 f 的 集合 ， 即 对 任意 6 > 0， 存 在 一 闵 数 &6 
CR ,B) 使 “ 


| lf—sldn <s. 


容易 看 出 ， 除 了 农 4 是 一 个 具有 可 数 基 的 局 部 紧 致 拓扑 空间 
《 即 如 此 之 拓扑 空间 ,其 中 每 个 点 均 有 一 个 紧 致 邻 域 ,并 存在 一 个 
可 数 的 开 集 序列 ， 使 得 任 一 开 集 均 可 表示 成 它 的 一 个 子 序列 的 并 
集 ) 之 外 ，: 鹃 4 的 其 余 性 质 我 们 都 没有 用 到 。 实际 上 ， 于 此 我 们 
还 完全 可 以 排除 拓扑 的 作用 。 设 E 是 一 个 集合 , Co 是 定义 在 E 上 
的 这 样 一 些 实 值 函 数 f 的 线性 集合 : 若 fe Co 则 .Ifi€ Co。 由 此 
推出 , 若 f, ge Co 则 max (fg8) 和 min (f，8) 也 必定 是 在 Cn 
中 ， 现 在 ， 假 设 & 是 C。 上 的 一 个 正 的 线性 形式 , 它 满足 条 件 
(3.13)。 如果 I* 定义 为 C3 中 所 有 .上升 序列 的 极限 。 那么 ， 没 
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有 实质 性 的 差别 ， 人 们 同样 地 可 以 定义 L' 和 可 测 性 等 等 。 由 于 
必须 依据 1* 中 淋 数 的 特性 来 展开 讨论 才 有 意义 ， 所 以 这 里 的 介 
绍 是 极其 简短 的 . 

上 面 指出 的 情况 在 概率 论 教材 里 是 一 开始 就 讲述 的 。 那里 ， 
C3 通过 公理 系 绕 按 这 种 或 那 种 方式 给 出 ,从 而 是 各 不 相同 的 ， 如 
满足 一 定 条 件 的 某 族 子 集合 的 特征 函数 的 所 有 有 限 线性 组 合 就 是 
这 些 可 能 的 C* 集合 中 的 一 个 。 
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附 录 


众所周知 ,空间 统 “ 是 实数 域 统 上 的 一 个 向 量 空间 , 我 们 于 
其 上 建立 积分 理论 。 统 * 上 的 每 一 个 线性 映射 具有 形式 x -> 4x， 
其 中 4 是 一 个 4 X a 实 和 矩 阵 , 而 x 可 以 理解 成 一 个 4 Xx 工 和 矩阵 .由 
所 有 可 逆 的 2 x 4 矩阵 作成 的 群 记 为 GL (4 ,2 ). 

当 x€ 鹏 ,我们 总 是 用 xl 表示 x 的 欧 几 里 得 范 数 , 即 

上 lz 一 ( 寻 士 十 妈 ) 福 若 x 二 (41,:… ,X40)。 

回忆 ， 统 ?的 一 个 子 集 0, 若 0 中 的 任意 一 点 皆 为 包含 在 0 内 
的 某 个 球 的 中 心 , 亦 即 对 某 个 8 二 0, 17; 上 一 zj 过 56}CO, 则 称 
0 为 开 集 ， 已 知 : 开 集 的 任意 并 集 和 有 限 交 集 为 开 集 。 因 此 ， 包 
售 在 一 个 给 定 集合 村 中 的 所 有 开 集 的 并 集 仍然 是 开 集 。MM 的 最 大 
的 开 子 集 叫 做 M 的 内 部 。 注意 , * 属于 MM 的 内 部 的 充分 与 必要 条 
件 是 x 为 包含 在 对 中 的 某 个 开 球 的 中 心 ， 

一 个 集合 f, 若 它 的 余 集 F° 一 弦 八 F 是 开 的 ， 则 称 之 为 闭 
集 ， 我 们 知道 ， 闭 集 的 任意 交集 和 有 限 并 集 为 闭 集 。 那 个 包含 给 
定 集 合 X 的 最 小 闭 集 ( 即 所 有 包含 W 的 闭 集 之 交集 ) 叫 做 M 的 闭 包 
并 记 作 M，、 注 意 ，*ei 的 充分 与 必要 条 件 是 每 个 以 * 为 心 的 开 
球 缘 切割 M。 其 次 , 称 Mn Mc 二 6M 为 M 的 边界 ， 从 而 8M 由 
所 有 这 样 的 点 组 成 ， 即 任 一 以 z 为 中 心 的 球 既 切割 M 同 时 也 切 
割 它 的 余 集 M5. 

宠 ” 的 一 个 闭 的 且 为 有 界 的 子 集 称 之 为 紧 致 集 。 根据 波 雷 
尔 - 勒 贝 格 引 理 , 覆 盖 一 个 紧 致 集 天 的 任意 一 族 开 集 含 有 一 个 有 限 
子 族 ,此 子 族 也 覆盖 天 . 

练习 . 试 证 : 4) FF 为 一 闭 集 的 充分 与 必要 条 件 是 Ff 中 的 每 
一 收敛 序列 的 极限 属于 了 。 2) 天 为 紧 致 集 的 充分 必要 条 件 是 天 
中 每 一 序列 有 一 个 收 统 的 子 序列 ,其 极限 在 KK 中 ， 


对 于 一 个 泥 数 1 家 -> 志 ,其 文集 suppf 定 义 为 使 1(x) 二 
0 的 所 有 zx 之 集合 的 闭 包 。 这 忆 就 是 说 ，(suppf)* 是 使 (x) 二 0 
的 点 集 的 内 部 。 因 为 文集 恒 为 闭 集 , 所 以 supp f 为 紧 致 集 的 充分 
必要 条 件 是 在 一 个 有 噶 集 之 外 f(x) 二 0。 把 从 统 “到 统 的 所 有 
连续 函数 的 集合 记 作 C 一 C( 鹏 9] = C( 腕 4(， 家 ) , 另外 , Co 一 
Co( 弦 “) :为 由 C 中 所 有 共有 紧 致 支 集 的 函数 所 组 成 的 集合 。 
对 于 任意 函数 jf,, 可 按 通 常 的 方法 逐 点 定义 疼 数 
上， 十 fo, fh, max (fi,h), min (fi,f) 
lim 1,， sup fo 和 inf f,， 


例如 
(max (fi,f2))(%) = max( 访 (xz) ,f(x)) 
而 
(supf5)(x) 一 supfa(x)， 对 所 有 * & 弦 
我 们 令 个 二 max (1;0) 过 0 和 三 一 min( 一 /0) 之 0， 则 有 
{=f —f, lfl= 店 十 人 . 
若是 家 :的 一 个 子 集 ;, 我 们 定义 它 的 特征 函数 Xz 为 
1 当 * €E, 
At 一 it。 wx € Ec— RNE, 
于 是 有 
XEC 一 1 — Xs, 
XUE, 一 max (Xg, ,XE,) 一 Xz, 十 Xg, 一 Xg,XE,, 
XE,nE = min (Xe, ,XE,) 一 Xp,Xg,, 
Xeiag, = |Xe, — Xs,| = Xs, + Xe, — 2Xg Xeg,, 
这 里 ，E, 人 AE; 一 E,UEN\ENNE,， 称 为 E， 和 BE 的 对 称 差 ， 即 
E,AE， 由 属于 8， 和 BE 中 之 一 但 不 同时 属于 E, 和 E 之 后 所 
组 成 . 
练习 . 试 证 Xs 于 点 x 为 连续 的 充分 必要 条 件 是 x 《& 96E. 
对 于 一 个 序列 (ew)?, 其 中 as 可 以 是 实数 ， 是 十 co ,或 者 是 
一 00 ,着 当 # 一 00 时 as 上升 (下 降 ) 地 趋 于 a, 即 契 对 所 有 ?> 


2 SG 。 


a me a . i 


dn < dnti(an 之 an+1) 且 lima, 一 4， 
Li Eo 


则 用 记号 a, 1a(as ja) 当 了 一 oo 来 表示 。 对 于 一 个 任意 序列 
(as)?, 优 于 它 的 最 小 下 降序 列 是 (sup ar) re, 我 们 令 

lim «,» 一 lim (sup ak) 一 inf (supax). 
类 似 地 , 令 
0 
显然 地 ,有 

lm a, < lim an, 

其 中 等 号 当 而 且 仅 当 iim a 存在 时 成 立 ， 

设 f: M 一 统 是 一 个 任意 函数 ,我 们 分 别 地 用 sup / 种 inf f 
表示 信 集 的 上 确 界 和 下 确 界 .这 里 , 若 为 上 方 无 界 , 则 令 sup 人 一 


十 ce。 显然 弛 ， 
supj 一 一 sup (一 力 
并 且 
sap (f + g) < supf + sup g。 
我 们 取 M = 一 14;《 之 n} 就 知 , 若 (a,) 和 (6,) 为 下 方 有 界 序列 
则 有 
| lim (a + 64) = fm as + fim b,. 
若 了 和 8& 是 上 方 有 界 的 , 则 由 不 等 式 j 委 8 十 1f 一 引 和 8< 委 十 
1f 一 引 | 可 得 
lsup f — sup g| < sup| — g|. 
若 M 二 {1,2}, 由 此 可 得 
iniax (a1,42) — max (2 22) | < max (Ja 一 六 1 » | 22 -一 2 | ) 。 
对 于 纪 的 一 个 非 空 子 集 M ， 我 们 令 
d(x,M ) 一 inf | 一 | = —sup(—llx 一 9》 上)。 
注意 ,d(x,M) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 x* €& M。 其 次 ,由 于 


* $7 。 


ja M) 一 ae < supl—ls — + ls 一品 


< jx 一 xz ， 和 
从 而 x 一 d(x,M) 是 连续 的 (甚至 是 一 致 连续 的 ). 
练习 . 假设 下 是 开 集 CO 的 一 个 周子 集 。 试 证 天数 


ss d(x,0°) d 
f(x) d(x,F) + d(x,0°) * EK 


是 连续 的 ， 并 有 0 万 f 志 1, 当 x € F 时 f(x) 一 1 和 supp1C0. 
其 次 ,证 明 : 车 天 是 紧 致 的 ; 则 有 e Co, 0 委 1 委 1, 在 玉 的 一 个 
邻 域 内 一 1 和 suppjfCO 


综 合 练 习 


. 设 1 是 鹏 4 上 的 一 个 函数 , 它 满足 Kz 十]) = f(x) 对 x,!t 
鹃 “, 这 里 ! 具有 整数 坐标 。 试 证 : 若 夺 在 

[= {x; 0< 委 如 < 委 1，1 一 1 :2 
上 为 黎 受 可 积 , 则 


im 示人 Fia ,tca) dt 
一 lm 二 | ftic *** ,i107) dt 一 | fadx, 


其 中 CI ”504 在 有 理 数 域 上 是 线性 无 关 的 ， 即 , 若 ro 十 

十 rata 二 0, 其 中 ri 为 有 理 数 , 则 必定 ri 二 …: 二 rs 一 0. 

. 设 f 是 一 个 在 开 集 OC 农 上 二 次 连续 可 微 的 函数 ， 并 令 
fi(x) 二 f(x) 一 《rx,h)。 试 证 : 对 除 一 个 零 集 外 的 所 有 ,和 矩 
阵 (ff/8xi6xi) 在 OO 中 使 6f/8xi 一 0,1 = 二 1,-……,d 的 任意 
一 扣 上 是 可 逆 的 . 

. 定义 实数 轴 上 的 一 个 函数 大 f(x) 一 0 当 x 为 无 理 数 ，f(0) 二 
0 和 和 f(x) 一 1/4 当 + 一 了 /9，、 这 里 ?和 4 互 质 且 4 > 0。 试 证 
f 是 上 方 半 连续 的 。 

.从 闭 区 和 闻 [0,11 的 中 央 删 去 一 个 长 度 为 1/ 刀 的 开 区 闻 。 再 从 
余下 各 个 闭 子 区 间 的 中 央 同 时 删 去 一 个 开 区 间 ，, 其 长 度 是 那 子 
区 上 间 长 度 的 1/ 疡 。 如 此 重复 进行 ， 作 到 第 = 步 得 到 一 个 闭 集 


F,。。 试 证 闭 集 N F, 的 测度 为 Id — 1/p,). 


。 让 六 所 有 在 十 进 制 记 数 法 的 表示 中 不 出 现 数字 7 的 实数 之 集 
合 的 测度 . 

设 EE 是 一 个 实数 集合 。 当 EE 中 的 数 用 十 进 制 记 数 法 表示 时 , 任 
何 一 个 有 限 的 数字 序列 都 在 中 出 现 。 试 证 5 为 一 零 集 。 
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. 设 E,,E,…… 是 统 的 子 集 并 且 >m*(E;) < co。 试 证 tx; 
x € EB; 对 无 限 多 个 7} 为 零 集 . 

8. 设 (an)7 为 一 实数 序列 ， 并 知 存 在 一 个 常数 及， 使 得 没有 长 度 
为 1 的 区 间 能 够 包含 多 于 KK 个 a,。 试 证 : 若 f€E LN( 统 )， 则 


之 f(x 十 an) 对 几乎 所 有 的 x 收敛. 
9. 试 证 : 着 ELK( 统 ), 则 之 1(nx) 对 几乎 所 有 的 * 绝对 收 


10. 设 (4a)? 和 (81)7 为 实数 序列 且 和 > 0 对 所 有 的 >。 试 证 级 
数 


>, brnlx—anl™ 


当 交 bp 一 二 oo 和 ca>1 时 对 几乎 所 有 的 xz 收敛 。 


11。 对 于 一 个 实数 <， 我 们 令 E, 为 静 中 所 有 满足 下 述 条 件 的 x 
之 集合 ,即使 不 等 式 
[Gr)| = [hr aral 之 


对 除 有 限 个 之 外 的 所 有 的 整数 向 量 :一 (41,*…* ,14) 成 立 ， 试 
证 若 a <4 一 1 则 EE 的 余 集 是 一 个 零 集 。 并 且 证 明 : 对 于 
24 中 每 个 * 有 

lim 人 20x Callzl, 当 d 二 > 1 

[Tz 


12. 设 互 为 实数 轴 的 一 个 子 集 ， 用 对 表示 所 有 与 已 中 无 穷 多 个 点 
模 工 相等 的 点 组 成 之 集合 。 试 证 : 车 已 可 测 , 则 M 可 测 , 并 且 
当 E 有 有 限 的 外 测度 时 ,M 是 一 个 零 集 。 

13. 设 瑟 为 实数 轴 上 的 一 个 零 集 。 试 证 : 存在 数 a, 使 得 对 任何 
有 理 数 7+, a 十 7 均 不 属于 EE. 

14. 设 (EX)? 为 鹃 4 中 可 测 集合 的 一 个 序列 ,用 4; 表示 那样 一 些 
点 * 的 集合 ,对 于 每 个 这 样 的 x 都 恰 有 i 个 《的 值 使 x & E. 
试 证 4; 为 可 测 并 且 . 
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15, 


16. 


17. 


18. 设 


.19. 


20. 


21. 


22. 


mMm(ER) = >) im(A;). 
友 7 
设 E 是 (0, 1) 中 的 一 个 可 测 集 , 其 测度 >1/2. 试 证 可 以 小 
到 xye 五 使 十 7 一 1 
试 证 右 在 实数 轴 上 ff € 1*, 则 
| f dx < lim 一 Ly f(2 <). 


no 他 pon 
设 1ELt 和 8 EL?, 其 中 1 过 p,qg 达 有 是 1/p 十 1/q= 二 1， 
试 全 
| — elay 


为 过 的 连续 函数 ， 

4A, BCGB1 为 可 测 集合 并 假定 对 每 个 x &€ 弦 *, 存在 一 个 
零 集 和 NN. 使 4 十 x CB UN,。 试 证 : 若 4A 不 是 一 个 零 集 ， 则 
B° 为 一 零 集 . 

假定 4 是 一 个 可 测 并 具 正 测度 的 实数 集合 。 试 证 {x 一 y;x， 
y € EE} 包含 原 扣 的 一 个 邻 域 . 

试 证 若 在 实数 轴 上 fe 元 : 则 


im 也 je Harel = 全 lf) ax. 
设 1e 忆 ( 家 ) 和 ge L*( 名 ) 是 周期 为 7 的 函数 ， 试 证 
im |fC)sCor)ar = (| far) (二 | eco 


试 证 若 级 数 31 0,sin wx 对 一 个 正 测度 集合 中 的 所 有 x 绝对 


收敛 , 则 2) |er| < co， 


23. 


试 证 大 1€E LN( 绞 ) 则 


lim | 4 | f(s 十 de 


im | 。 二 ds 一 全 f(a. 


， 设 序列 有 ,有 ,，… 由 区 间 (0，1) 上 的 可 测 函 数 所 作成 ， 并 且 


。 Ql * 
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25, 


26. 


21. 


28. 


30. 


31. 


fx) 和 1， 试 亚 : 若 
| pezz -> 0， n> o0 

对 所 有 的 yE (0,1) 成 立 , 则 对 所 有 的 &€ LL'， 

| gfal dr > 0, Bn 0. 
设 1e L!， 证 明 , 对 可 测 的 5, 当 m(E) 一 0 时 

上 {fax —> 0, 

设 0 三 f,€ LL!。 假定 对 几乎 所 有 的 x，f,(x) 一 f(x)， 并且 
| fidx 一 4 当 4 一 00。 试 证 fe L! 并 且 


| ffldz> 4— |fdx Boo, 


设 函 数 f,f.,h'…… EL?, 其 中 1 筷 p < 二 0, 并 假定 对 几乎 所 有 
的 xz, f(x) 一 了 x) 和 ,lj 一 is 当 # 一 co。 试 证 jj/ 一 
frlls—>0 当 nn 一 oo. 

设 fEL?， gn€1L9,， nn 一 1,，2,*"…，,。 其 中 1 二 p< 二 日 
1/p 十 1/9 一 1， 试 证 : 若 上 8slls 和 CC,n=1,2,.** 和 gs(%)—> 
gCx) ae. 则 geE 工 ?并 且 


| faar — feds. 


. 设 f€ L?, bn € LI 对 n= 1,2,*… ,其 中 l1<Pp < oo， 1/P 十 


1/9 二 1。 试 证 : 若 | 有 | 三 FeL? 对 所 有 w, llgslls 委 C， 
f(x) > f(x) ae. 和 glx) glx) a.e. 则 有 fEL?,g€ Ls， 
Df 一 fp 一 0 和 

fngndx 一 | fgax. 


设 记 为 一 非 负 可 调 函 数 序列 ， Cs) =1 对 每 个 2, js,(x) 一 0 


对 所 有 zx* 当 wn 一 co。 试问 函数 了 一 sup fa 4) 可 测 ? .2) 可 
积 ? 
设 f(x,y) 对 (*:y)6 有 有 定义 ， 假 定 帮 xz:y7) 对 任 一 轩 定 》 


» OF *， 


是 x 的 连续 函数 ， 并 且 对 固定 的 * 是? 的 可 测 函 数 。 试 证 1 
是 统 ， 上 的 一 个 可 测 冰 数 ， 
32. 试问 (0,1) 的 一 个 开 子 集 的 边界 必定 是 零 测 集 吗 ? 
33。 设 EE 是 一 个 实数 集合 并 满足 条 件 : 
m*(Ef1) 过 km(1)， 对 任意 区 间 1， 
其 中 常数 《二 1 且 不 依赖 于 I， 试 证 为 一 零 集 . 

34. 构造 一 个 可 测 集合 已 性 鹏 4， 使 得 0 二 m(EN0) 过 m(0) 对 
任 一 测度 为 有 限 值 的 非 空 开 集 O 成 立 。 

35. 设 已 是 区 间 I 己 统 的 一 个 子 集 , 并 令 0 二 8 二 1。 若 1,……， 
1» 是 区 间 了 的 一 个 剖 分 ,我 们 用 1 表示 所 有 使 m*(IiNnE)> 
em(1;) 成 立 的 厂 的 并 集 。 试 证 当 章 分 的 细密 度 趋 于 零 时 

m(l’)— m*(E)., 
设 1” 是 按 同一 方法 定义 的 ， 但 是 用 八 E 赫 代 EE, 证 明 E 为 
可 测 的 充分 与 必要 条 件 是 m(1'NM 1”) 随 剖 分 的 细密 度 趋向 于 
零 . 

36. 设 思 是 一 个 在 (一 oo ,十 co) 中 取 值 的 可 测 函 数 序列 。 试 证 : 
若 

m({x; [fnC#) — f(x)| > 8})—>0, Bn,m— 0, 


则 可 选 出 一 个 子 序 列 , 它 对 几乎 所 有 的 * 收敛 。 
37. 设 非 负 可 测 函 数 f 和 & 定义 在 可 测 集 EC 纪 ”上 , 令 E, 一 


(ze EE; g(x) > 分 和 hy) 一 |，f(w)dx。 试 证 
|， f(x) g(x) dr 一 1. 422y， 


38. 假定 f 在 区 间 [0,1] 上 连续 而 8 是 [0, 1] 上 的 可 测 函 数 并 满 
足 0 委 8gGx) 三 1。 试 证 


lim | f(g (x)" )dx 


存在 并 给 出 极限 值 . 
39. 设 f 在 实数 轴 上 可 积 , 试 证 对 几乎 所 有 的 a, 


® 03 。 


lim | f(x” + a)dx = f(a), 
40, 设 是 开 的 子 集 。 试 证 
pr*(B) 一 inf{ lm (f(x) —f(—x)))}, 
其 中 天 是 所 有 于 互 上 微 商 存在 并 且 >1 的 增 函 数 的 集合 . 
包 设 了 是 (0,1D) 上 的 一 个 增 函数 。 试 证 | 了 (x)ax 最 大 不 超过 
的 值 域 的 测度 。 


ja 


ko3 


小 
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综合 练习 的 提示 


. 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 逼近 定理 ,一 个 连续 的 周期 函 


数 可 以 用 三 角 多 项 式 盖 crexp《2zzix 7) 一 臻 逼近 ,这 里 ! 的 坐 
标 为 整数 。 修 改 (1.1.5 ) 使 其 中 如 和 所 为 三 角 多 项 式 ， 思 浇 一 
下 当 f 为 一 特征 函数 时 论断 的 含义 ， 


. 对 映射 7 应 用 莫 尔 斯 - 萨 得 定理 (推论 1.4.1)，〈 注 意 到 当 使 用 


勒 贝 格 零 集 时 ,KK 为 紧 致 集 的 限制 是 不 必要 的 .) 


“ 对 任意 a > 0，{x;f(x) > a} 是 一 个 离散 集 从 而 是 闭 的 。 其 


次 ; 当 “ 和 过 0 时 它 由 所 有 实数 作成 。 


。B. 莱 维 定理 . 
.仅仅 是 练习 4 的 一 个 变 体 ,这 里 每 次 删 去 区 间 的 1/10， 删 去 的 


不 是 正当 中 的 那个 子 区 闻 。 集 合 的 测度 为 零 . 
当 考 虑 一 个 固定 的 数字 序列 时 , 则 是 与 练习 5 基本 上 相同 的 问 
题 ,仅仅 存在 可 数 多 个 有 限 的 数字 序列 ! 


.考虑 特征 销 数 之 和 
. 同 定 理 2.4.10 前 面 的 练习 比较 . 证明 >) |f(x 十 es)| 是 局 部 


可 积 的 . 


. 考虑 


eco 3 Inn) lar, 
其 中 ge Ci 在 启 近 0 的 地 方 是 办 


10. 如 果 函 数 |x 一 “| 是 可 积 的 话 ， 那么 这 基本 上 是 练习 8。 后 


单独 地 考虑 使 
jx 一 an 二 by” 对 无 穷 多 个 
成 立 的 那些 点 x 证 明 它 们 作成 一 个 零 集 )， 那 么 可 以 排除 调 
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-Tm Tm mk 多 


11. 


18. 


19. 


性 并 象 练习 8 那样 进行 证 明 . 
估计 所 有 满足 
lx <M 和 |liv 二 :+ laral & le 


的 7 的 测度 。 之 川 |? 对 其 么 样 的 5 为 收 化 2 论断 
1*0 


limllill :C1 ,4)| < Callzl 
的 证 明 若 不 用 积分 理论 是 复杂 的 ， 当然 荐 ,x) 一 0 对 某 
1 < 0 成 立 ， 则 这 是 平凡 的 。 在 其 他 情形 考虑 所 有 的 纯 量 积 
《1, x》, 其 中 i < R。 它们 是 不 同 的 并 位 于 区 间 (一 Rxl|， 
RllzlD 之 内 ， 因 为 它们 的 数目 至 少 是 C(R 一 Vd )', 其 中 
是 单位 球 的 体积 ， 故 在 li 入 尺 内 有 1(R) 和 h(R) 使 0 二 
[xs CR 一 (xDCR) 有 2Rzl(CGR 一 Wai 一 D)-> 
0 当 R -> co。 因此 lim CR (xz CR)> <22C- 直 zl， 


其 中 LOR) 一 AR) 一 pzR) 一 co 当 R—o%. 
. 若是 E 的 或 者 是 EE 的 一 个 可 积 集合 的 特征 函数 ， 则 有 练 


习 8 的 论断 ， 


- 可 数 多 个 零 集 之 并 集 为 一 零 集 . 
- 引进 特征 函数 。 
. 不然 的 话 ,; E 和 已 一 zl 一 x%E 卫 就 应 当 是 分 离 的 ， 这 样 


它们 的 并 集 ( 含 于 (0,1)) 将 有 测度 >1. 


- 若 1 为 连续 则 等 号 成 立 。 用 连续 函数 从 下 方 近似 /。 
- 由 霍 尔 德尔 不 等 式 有 


| JCx — gay | < A, el 
按 Lr*(L?) 的 范 数 用 连续 函数 近似 f(g)， 
引进 4 和 Bc 的 可 积 子 集 的 特征 函数 并 利用 传 比 尼 定 理 后 面 
的 练习 。 
车 f 为 的 特征 函数 , 则 所 考虑 的 集合 包含 使 


| fx + Iay sn / 
的 每 个 点 * (为 什么 ?)。 我 们 可 以 假定 E 具 有 有 限 的 测度 (为 
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20, 
21. 


22. 


23， 
24. 


25. 
26， 


27, 


28, 
29. 
30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


什么 ?) ,那么 根据 练习 17 这 个 积分 是 连续 的 并 在 原点 关 0. 
fe Co。 的 情形 是 显然 的 .根据 L! 的 定义 作 近 似 。 

我 们 可 以 假定 8 宇 0。 若 f€ Co， 论断 显然 成 立 (分 解 成 对 nx 
在 & 的 一 些 周 期 上 积分 并 应 用 积分 中 值 定理 )， 对 一 般 的 f € 
L! 可 作 其 近似 ， 当 8 为 正弦 或 余弦 函数 的 特殊 情形 ， 这 称 为 
黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 . 

各 项 绝对 值 的 和 在 某 个 正 测度 集 上 是 有 界 的 。 在 这 个 集合 上 
积分 并 利用 练习 21. 

fe C。 的 情形 是 容易 的 。 利 用 近似 ， . 

首先 考虑 阶梯 函数 g: g(1) = 0。 它们 在 L! 中 是 稠密 的 (为 
什么 ?). 

用 一 个 Co 中 的 函数 近似 f 


利用 法 图 引 理 和 考虑 gs 一 min (/, 1,)， 注意 4 一 Jfax 的 情 


形 , 
根据 叶 果 洛 夫 定理 和 练习 25, 我 们 可 以 找到 紧 致 集 KK 使 


je lfl?ax 任意 小 ， 同 时 还 使 如 于 天 上 一 致 地 收敛 到 地。 利 


用 练习 26 , 

利用 时 果 洛 夫 定理 、 练 习 25 和 霍 尔 德尔 不 等 式 ， 

利用 练习 28. 

4) 显然 是 可 测 的 。 5) 不可 积 , 否则 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 


将 导 至 | fndx 一 0， 


令 Xi(z) 一 jt， 当 jx 二 (i 十 1)1% 和 是 一 个 整数 
时 , 则 j(z,y) 与 im f(X4(x),y) 相等 ,后 一 函数 是 可 测 的 。 
不 是 。 从 练习 4 可 以 得 到 一 个 反例 . 

首先 将 不 等 式 推广 到 开 集 1， 可 以 假定 w*(E) < oo , 由 此 可 
得 m*(E) < hm*(E), 亦 即 m*(E) 一 0. 

注意 ,只 要 关于 一 个 开 集 的 基底 0,,0,， "来 作 就 可 以 了 . 
次 地 构造 Ek， 它们 关于 0,,，……，04 是 全 生平 要 求 的 并 有 
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35. 


36. 
37. 
38. 


39, 


40. 


41. 


m(ELAER+) 快速 地 趋 近 于 零 . 
可 以 假定 E 是 可 测 的 (为 什么 ?)。 然后 选区 间 的 一 个 有 限 并 
集 4, 使 得 m(BAL4) 是 小 的 。 设 5 二 min (s,1 一 2). 假定 
m(1i 站 (A4AE)) > 6m(1) 不 成 立 , 我 们 有 

m(ITiN A)> (et 6)m(1;) > m(LiN\ E) 

> sm(1;) > m(TiN\A) > (ee ~— 6)m(1). 

这 些 区 间 的 测度 有 多 大 ? | 
见 定理 2.4.10 的 证 明 。 
傅 比 尼 定 理 。 不 要 忘记 检验 可 测 性 。 
勒 贝 格 控 制 收 敛 定理 给 出 极限 值 

f(0)m{x;g(x) < 1} + Hm{zr;g Cr) = 1}, 


若 FCD 一 | f(a 十 x)dx， 则 下 (DJ1 一 1(4) 对 几乎 所 有 的 。 
可 将 积分 写成 

| F’'(2dv” = F(1)/n 十 二 (1 一 二 | FON de, 
(假定 1 > 0 和 用 伟 比 尼 定 理 .) 首先 考虑 原点 的 一 个 邻 域 上 
的 积分 ,于 其 上 1F(D/ 一 1(4)| < s。 然 后 考虑 这 个 邻 域 的 
余 集 上 的 积分 . 


方法 之 一 : 令 了 是 包含 互 的 一 开 集 之 特征 函数 的 积分 。 方法 
之 二 ， 利 用 、 

Jim (Co 一 太一 0) > lim | fa 
以 及 在 一 个 包含 互 的 可 测 集 合 上 了 存在 并 且 1. 
值 域 的 测度 等 于 1(1) 一 1(0) 碱 去 所 有 不 连续 点 处 跳跃 度 之 
和 ,也 就 是 说 等 于 

| f (x)dx 十 | .ze)， 

其 中 必 是 df 的 奇 性 弥散 部 分 。 
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